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Mathematicorum et naturae scrutatorum huius universitatis ordo 
in sessione anno MDCCCIC a. d. XIV. Kalendas lanuarias habita 
ad soUemnia centenaria diei illius celebranda, quo die 

lOANNES BOLYAI 

natus est, natalem eius domum tabula ornandam et libellum eden- 
dum decrevit, quo, quantum geometria absoluta, a Ioanne Bolyai 
condita, ad disciplinas mathematicas saeculo undevicesimo promoven- 
das valuerit, demonstretur. 

Quem librum sempitenia lingua Latina conscriptum et societati- 
bus doctis litterarumque universitatibus et artis mathematicae cultori- 
bus totius orbis oflferentes, facere non possumus, quin gratias quam 
maximas agamus cum Summo Ministerio per Regnum Hungaricum 
rebus sacris atque institutionibus publicis praefecto, quod liberalissime 
pecuniae praesidia ad libellum edendum necessaria praebuerit, tum 
Academiae litterarum Hungaricae, cuius voluntate benifica fieri potuit, 
ut simulacrum epistolae a Ioanne Bolyai ad patrem datae, quae ma- 
ximi ad geometriae absolutae historiam momenti est, in initio libelli 
poneremus, tum vero viris clarissimis, qui huic libello conscribendo 
operam non denegaverunt. 



VI 



Proinde hic libellus, qui testimonio sit patriam summi, quem tulit, 
viri memoriam colere et observare, prodeat et pro sua parte efficiat, 
ut disciplinae a Ioanne Bolyai conditae studium crescat et augeatur. 

Dabamus anno MCMII a. d. XVIII Kalendas lanuarias, Claudio- 
poli in Hungaria, ex decreto Ordinis mathematicorum et naturae scru- 
tatorum Regiae litterarum Universitatis Hungaricae Francisco-Iose- 
phinae Claudiopolitanae : 



LUDOVICUS SCHLESINGER, lULIUS FaRKAS, 

huius libri redactor. h. t. decanus. 



CONTENTA. 



Pag. 
I. Epistola, cuius simulacrum huic libro praefixum est, a Ioanne Bolyai ad 

Wolfgangum Bolyai patrem data, in Latinum conversa >^ „ _ _ _ IX 
II. L. ScHLESiNGER, de nonnulHs absoluts geometriae ad theoriam complex<e 

variabilis functionum applicationibus _._.„___... — _ i 
m. P. SxlLcKEL, de ea mechanicae analyticae parte, quae ad varietates com- 

plurium dimensionum spectat _ _ _„ — .... .« — -. — -. — -.61 
IV. R. BoNOLA, index operum ad geometriam absolutam spectantium_ _ 81 



NOTANDUM. 



Dissertationes II, III praeterea operum indicis introductioQem Ru- 
DOLPHUS FucHS, philosophiae candidatus. epistolam Ioannis Bolsai autem 
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vertit. Dissertationum versio ab auctoribus diligenter examinata est, qua 
in re FinAly, vir doctissimus, correcturae plagulis legendis operam non 
denegavit 
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5o; 38-1, Temesvarini, 3^^* Nov. 1823. 



Carissime Pater! 

Tam multa eaque gravia ad te de novis meis inventis scribenda 
habeo, ut nunc nequaquam alio modo mihi consulere possim, nisi 
nuUis alliis rebus indulgens quartam solam plagulam perscribam. 
Exspecto responsum tuum, quod ad meas litteras duarum plagularum 
mihi debes. Forsitan nihil scripseram antequam tuas litteras accepis- 
sem, nisi litteras ad coniugem Baronis datas atque in involucnim 
ad te missum inclusas mittere voluissem, quas ut tradas, humillime 
te rogo, Carissime Pater. 

Omnium primum respondebo tibi de Binomio. Demonstratio quoad 
exponentes integros positivos, ita ut conscripsisti, perfecta est, scilicet 
si forma seriei a priori nota est, ut eo genere demonstrationis uti 
possimus ; at si lex coefficientium nequaquam nota est, ut fuit ei, qui 
primam inquisitionem formulae fecit, hic modus applicari non potest, 
nonnisi formulae ad secundam et tertiam potestatem ab inductione 
praeformentur ; at hoc idem est ac in caHgine volutari, serie enim 
generali plane ignota unde deducatur fore, ut formula 

formulae 

^34-3^3-1^4- ^'-^ ^^3 2*2_|_.3jL?J_L^3 -3^3 
^ 1.2 1.2.3 

subscribatur? Demonstratio autem tua, Carissime Pater, habet pro- 
priam laudem, quia brevissima est. Lacroix queritur a scriptoribus 
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quidem omnibus demonstratum esse theorema binomiale, sed demon- 
strationem rigorose tantum pro [exponente] integro positivo valere, 
itaque ipse generaliter cum rigore demonstrare coepit, sed ubi diffi- 
cultates incipiunt, etiam eius demonstratio haerescit, quamquam pro 
integro positivo nimirum valet et rite mutata etiam pulchra est. Ego 
autem credo pro integro positivo naturae maxime conveniens, quinimo 
directissimum ac prope brevissimum iter esse, quod ex theoria com- 
binationum sequitur, quia immediate fluit ex regula multiplicationis 
nota. Theoriam combinationum et permutationum, (de qua tantum 
longe et confuse scriptum est) iam dudum tam evidentem, facilem 
directamque in viginti plagulis octava forma conscripsi, ut facile 
dixerim : non plus ultra. Vega etiam multum operae dedit huic theo- 
riae, quae apud eum nimia arte ac studio efficta, tamen pessima con- 
fiisaque est ; in fine partis primae parvum additamentum etiam legitur. 
lam transeo ad partem alteram demonstrationis, quae vere pul- 
cherrima, evidentissima et quoad rei naturam brevissima etiam est, 
sed ut scripsisti, Carissime Pater, abest complementum, quod in casu 
seriei decrescentis essentialiter necessarium est. Demonstratio bre- 
viter haec est: Quodvis sit q et /, concipere possum has duas 

series 

. q \q — i) , . , r ' 

i-hyAT-f- ^— * — x^-^ m mnnitum 



I .2 



et 



i-h/>.v-4-^ ^ jc^H ui infanitum; 

' I. j ' 

et si has series ita concipio, de complemento niminim nulla 
quafstio fieri potest, utrasque enim series concipere possum extensas 
in infinitum, ut exempli gratia 

(1 a 



X x-" 
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Itaque si diije series altera per alteram raiiltiplicantur, nempe 
singuli termini per singulos in infinitum, certum est seriera secun- 
dum ipsius ;if potestates progredientem fieri, quarum exponentes a 
o incipientes semper unitate crescent in infinitum. Si temos primos 
terminos exsequaris, evidenter fiat 



(i-\-gx-i--) ii-hpx-h- 



-(/+^1; 



ip-hz^il 



et si ulterius calculum evolveris, eadem regiila cogfficientium erit. 
Nunc quidem hic recte potest applicari, Carissime Pater, demon- 
stratio a te data, quia iam regula manifesta est iam iamque apparet 
fore, ut eadem regula semper valeat. Deraonstras itaque regulam, 
si vera est de coefficiente «'°, veram esse de «+1'°, et quidem 
pulcherriraa ingeniosissimaque forma atque aperto simplicique raodo. 
Ergo iam certum verumque est 



\, + ,,+ l>2z^'l,. + ...]\,+p^ + Pl 



^■1. 



= l-+-(/4-ylj:- 



zsM+fi 



1.2 



esse, si utraque series in infiBitum excurrit. Ponatur nunc/ prius =g, 
deinde ordine = 2y, =39, . . ., =mq (ubiwinteger positivus 
e s t, nam nequaquam est negativus, quemadmodum tu, Carissime 
Pater, festinans scripsisti); tunc erit 



- -* -if x^ ■ 



"yj^y-O ^, 



Sed quia propositum est ipsum q cuiusvis valoris esse posse, 
9= ubi et « integer positivus erit, ut m erat; erit 
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1.2 



et quia n integer positivus est, porro =(n-;c)*, itaque 



n I n \ 

m \m 1 



a-^x)»=i + ^A: + ^^.-^x'+ 



quod erat demonstrandum. 

Notandum est potestatem m-t^m seriei 

m 
seriem finitam esse, quia 

i + nx-\ 

interrumpitur; co6fficientes terminorum subsequentium omnes 
= o sunt. Miror tamen, quod procedente demonstratione (quae perfe- 

n 

ctissime fluit) cogitare potes quasi (i-l-;c)'" ipsum absolute = esset 
seriei decrescenti prius descriptae. Sed de hac re alias; experiemur 
quoad exponentes etiam negativas. Nunc de aliis, quantum spatii 
mihi in charta datur. 

Statutum ac deliberatum habeo de parallelis, simulac, quae inveni, 
in ordinem digesserim, perfecerim atque ut primum potuerim, opu- 
sculum me editurum esse. Hoc ipso momento temporis res nondum 
excogitata est, sed via, quam ingressus sum, propositum mihi finem, 
si finis ille alioquin attingi potest, pro certo fere promisit. Elabora- 
tum quidem nondum est, sed tam mira deduxi, ut ipse etiam ad- 
miratione stupeara, irreparabileque damnum esset, si ignota manerent. 
Si legeris, Carissime Pater, probata tibi erunt. Nunc ampHus nihil, 
nisi me ex nihilo novum et alium mundum creavisse, omniaque, quae 
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adhuc miseram, casam esse pro turri. Persuasum mihi habeo hoc 
non minori laudi mihi fore, quam si iam perfecerim. Responsum 
tuum aeterna erga te pietatis pleno animo exspectabit fiUus tuus 

BOLKAI m. p. 



P. S. Ponderosas litteras scribebam, sed haud procul absumus, 
ita taxa nimis magna non est. Fac ut solvendum mihi sit semper 
pro ponderosissimis tuis litteris, quae sint vel ponderosissimae, 
maximo gaudio solvam eas. 

P. S. Ingenii mei nata, Carissime Pater, coram te ita sum ausus 
diiudicare, uti mihi de iis persuasum habeam; nullam enim inter- 
pretationem perperam factam timeo, uti immeritam; fiducia haec 
nihil aliud est, nisi ut patrem meum certis in rebus tamquam ali- 
quod exemplar mei intuear. 
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INTRODUCTIO. 



Si independens variabilis 

uniformis functionis periodicae x=/{ij] plani EucLroEi ^ punctis, 
ut usus reprsesentatur, variabili >/ periodo ly aucto plani translatio 
parallela in se ipsum respondet. Functionis /{i/) periodicitas igitur 
geometrice ita describi potest, ut hanc functionem in translationibus 
quibusdam parallelis plani Euclidei non mutari dicamus. 

Constat generalissimam plani Euclidei translationem fonnula 



c= 



' {'I + «) 



exprimi, in qua asquatione &■ angulum realem, co autem quantitatem 

quamlibet designat, quK ex translatione parallela >)-{-a et ex rota- 

tione, quje fit donec angulus ^ formetur, componi potest. Quo facto 

uniformes functiones, quas in plani S translationibus quibusdam ex 

L translationibus parallelis et rotationibus compositis non mutentur, 

I efficere minime difficile erit. Quse functiones non solum fiinctionibus 

I biperiodicis adhibitis exstruuntur, sed etiam dici potest, uniformium 

H complexEe variabilis functionuin, quEe tales sunt, ut in plani Euclidei 

B translationibus quibusdam non mutentur, classem biperiodicarum 

I functionum classe in suiiima exhauriri. 

I In uniformibus complexse variabilis eis iunctionibus quseren- 

I dis, quse antieuclidei plani translationibus eiusdem momenti atque 
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biperiodicae plani Euclidei translationibus sunt, ad ftinctionum clas- 
sem deducimur, quEe, qualenus unius variabilis functiones extendun- 
tur, naturalis biperiodicarum functionum classis generalisatio conside- 
randa est. 

Complexarum quantitatum analysira et geometriam absolutam, 
praecipue geometriam plani absoluti, hypersphaararum, sphaerarum, 
paraspheerarum inter se cobEerentes esse, 

lOANNES BOLVAI 

vir illustrissimus, qui geometriEe absolutas autor est, iam perspexit,* 
cuius geometrse memoriam hoc libello celebraturi sumus. Eae rela- 
tiones autem, qux sunt inter complexas quantitates et geometriam 
absolutam, quaeque ad theoriam functionum classis, quam supra com- 
memora\-imus, spectant, exploratorum fructibus, in quorum numero 
praecipue Beltrami et Poincare, viri ilUistrissira i, putandi sunt, con- 
tinentur. De quorum enim virorum sententia BoLYAiani plani puncta 
uniformiter complexorum valorum universitati assignari possunt eonun, 
ad quos 

est, ubi c cum positiva quantitate a Bolvai in «Appendice» » de- 
signata, quse quantitas illius plani BoLVAiani vim definit, aequatione 
ci* — — I coniungitur. Qua re complexi valores 

ad quos 

i-hc(/»-+-y»j=o 

est, plani BoLVAiani punctis in infinitum remotis respondebunt, cuius 



■ Ad hKC ooaSena f|. 9— ii. RespciuioDU. qnun STXcnt.. vir clajisnmiu, ot iis, qtiK 

BoLVAt reliquil. cdidit (Malhematiscfae ond NataraisseDscIiattticbe Berichte am UnfBni, 

:. XVL P*B< iSt' ■<ia ) el eu DOtM, qaas idem Stackel edidit leodem ioco 1 XVIIl. pag. 356. squ-). 
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plani transtationes in se ipsum proiectivis substitutioDibus 



(I) 






unitatis detenninanteni habeutibus exprimuntur, quae expressionem 

positivo factore excepto in se ipsam transformant, 

Uniformes functiones ipsius ;/, quae in plani BoLYAiani transla- 
tionibus quibusdam non mutantur, tum variabilis ^ eis valoribus solis, 
qui inBequationi 

satisfaciunt, definitse eosdem valores assumunt substitutionibus quibus- 
dam, qua; formam (i) habent, ad »/ applicatis. 

Harum functionum casum specialera iquae dicitur functio modu- 
laris) functionum biperiodicarum theoria ipsa offert; generalis theorix 
auctor est ill. Poincar^, qui has fiinctiones FucHsianas appellavit, 
quae theoria ab eo ceterisque asqualibus mathematicis magis elaborata 
est. Cur functiones FucHsianae adeo insignes factse sint, causa est eius 
rei, quod cum analyticarum proprietatum copia iucundae sunt, tum 
quod ad multiformes relationes quasdam inter duas complexas varia- 
biles uniformandas appiicari possunt. Quo modo enim uniformes loci 
functiones in superficie RiEMANNiana, si simpliciter connexa est, ratio- 
nales, si tripliciter connexa, uniformes et biperiodicae variabilis auxi- 
liarise functiones reprECsentantur, eodem modo si superficies Riemann- 
iana 3/-H-i-pliciter connexa est, ubi P>l est, loci functiones in 
hac superficie uniforines FucHsianas variabilis auxiliariae fiinctiones 
repnesentari possunt. 

Eadein reprassentatione efficitur, iit in geometricam talium 2p-\-i- 
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pliciter connexanim superficieruiii constitutioneni inspicere possimus, 
prjecipue autem, quam sint invariantes et in deformatione continua 
et in reprsesentatione conformi proprietates, magnopere patet. 

Quantopere valores omnes, quos independens functionis FucHsianae 
variabilis assumat, plani BoLVAiani punctis repraesentari referat ad 
theoriam harum functionum inde cognoscitur, quod ea re non solum 
analogias functionum, quze in plani Euclidki translationibus non mu- 
tantur, persequi possumus, sed etiam eje notiones ipsae, quas func- 
tionibus FuCHsianis solis propria; sunt, producuntur. Aitque ill. PoiN- 
CAR^* «Cette terminologie (sc. 1. absolutas geometria;) m'a rendu de 
grands services dans mes recherches». 

Functiones FucHsianas cuiusmodi hoc loco commemoratae sunt, 
(ex illius PoiNCARfi designatione : primae, secundas, sextte familiae) in 
duas partes generalisari possunt, Primo ea condicio, qua fimctiones 
non sunt, nisi variabilis eos valores assumat, qui realibus plani 
Boi-YAiani punctis repraesentantur, negligi, deinde determinatio, qua 
substitutionibus proiectivis plani BoLYAiani translationes in se ipsum 
repraesententur, toUi potest. 

Etiam theoriEe earum functionum, quse determinatione sublata 
exsistunt, quasque ill. Poincare KLEiNianas designavit, absoluta 
geometria utilis fieri potest, cum** proiectivse variabilis complexae 
substitutiones quaevis translationum loco spatii BoiYAiani, cui tres 
dimensiones sunt, baberi possint. 

Conabimur in sequentibus absolutae geometrias ad functionum theo- 
riam applicationes, quas hoc loco paucis indicavimus, adumbrare, ut 
a problematibus geometricis profecti magis syntheticam constructio- 



* Acu MatbematLca. (. I. pag 8. 

" Confer e. g. Poincak£. Acta Mathematica. t. 
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nera theorias functionum FucHsianarum (primx, secimdas, sext^ fami- 
lise) et cognatarura functionum quarundam paucis delineemus. Com- 
memoratarum generalium functionum, quEC substitutiones proiectivas 
patiuntur, theoria velim plane neglegatur, quoniam hoc opus eo con- 
silio, quod persequatur, limitatum est. 



DE ANAJ.YSIS SITUS CONSIDERATIONIBUS. 

RiEMANN, viro illustrissimo, debetur, quod perspeximus in ana- 
lyticis relationibus quibusdam geometrice illustrandis non solum 
qualitates georaetricarum figurarum metricas magni momenti esse, 
sed etiam eas, in quibus de portionibus et regionibus solum agitur* 
ut non ad quantitatera atque ad extensionis mensuram, sed ad ordi- 
nes et situs moduni, ut ill. Listing** dicit, pertineant. Harum qua- 
litatum doctrina, qux sunt georaetricis figuris, termino, cuius autor 
Leibnitz***, vir illustrissimus, est, Analysis Situs nominatur. Su- 
perficierum qualitatibus autem, quae analysis situs sunt, idera loannes 
BoLYAi operam dedit. In araplo inanuscripto, quod extremis astatis 
annis confecit, quodque Raumlehre inscribitur, nonnullse notationes 
inveniuntur, quas STiECKEL, vir clarissimus, qui hoc raanuscriptum 
inter relicta manuscripta invenit, mecum benigne communicavit. 

• Simplex linea est cursus puncti, quod locum relictum non iam 



* RiBHANN. Opera Malhematica (Lipsise, 1890) pag, 91. 
•* Census raumlicher Complexe (GolliQgs. i86a) pag. 13. 
»•• LisTiNG in numero secnndo Prastudiorura.Topologia: (Goltinger Studien, 1847, I. pars) ■ 
■je croy. qu'il dobs Eaut encar une autre aoalyse propreroent gtemetrique . . qai nous e: 
prime dirBctement silum. comme rAlgebre exprime magnil udlnera.t 
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intrat, sed ad id punctum, unde egressuin esl, redit.» Similiter sim- 
plicem superficiem definienti difficultates offeruntur. «Ex superficie ] 
qualibet focorum numerus quivis pungi potest, ibique adactEc ca- 
nales binse congeri possunt. Talis est generalissime simplex super- 
ficies. • Ad haec in margine nota adiecta est: «Argumentum perqui- ' 
ratur», cuin alia notatio prEcscribat: «Diversa simplicium superficie- 
rum genera enumerentur». Distinctio inter diversa simplicium super- 
ficierum genera a Bolyai indicata varietatum duaruin dimensionum ex 
analysi situs distributionis naturam re vera attingit. 

Si enim ponimus, superficiei partem quandam F, planam. quae r . 
lineis continuis finita sit, 2/ focis affectum esse, qui bini canalibus sine | 
nexu coniuncti sint, item superficiein r lineis finitain Fr.p obtinerous, , 
cui cohEcrentiam 2p-^r esse RtEMANN* sensit. Si non a superficiei 
parte Fr r lineis finita, sed a superficie in se ipsani redeunle e. g. a 
sphjera proficiscimur, fieri non potest, quin hanc, ut Riemann et , 
LiSTiNG, viri illustrissimi, puncto sublato in superficiem una linea fini- 
taiu esse mutatam cogitemus, ut igilur pro superficie in se ipsam j 
redeunte Fa numquam superficies F^ una linea finita non statuenda sit. | 
Haec superficies, quae ex altera in se ipsam redeunte, 2p focis punctis, ' 
qui bini canalibus coniuncti sunt, provenit, nihil abhorret ab ea super- 
ficie, qua F, Klein, vir clarissimus,** superficie oormali generis p 
priraus usus est. Generaliter superficiem Fr.p superficiem norma- , 
lem BoLVAianam r hneis finitam et 2^ -f- r-pliciter connexam de- -1 
signemus. Atque Bolyai dicit (vide supra): «Hanc normalem super- I 
ficiem generahssime simplicem esse», id quod sic inteiligendum est. I 

Sit M^ generaltter duarum dimensionum varietas, quEC cum in ] 

* Open Malbemmdca, pag. 92 squ. 
** UflbM' Riemuui'* Tbeoiie d«r algebraischen Functionen imd ihrcr iDlegrale iLipsiz, i8as) J 
pog. 16: cf Clifford. Proceediaga Socieiatis Maihem. Loodin. t. VIII (1S77} 
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spatio EucLiDEO diinensioniim numerum queinvis habente continea- 
tur, his jequationibus 

(1) Xi=&t{u, v) {*_,,2 „) 

exprimi potest, ubi St sunt analyticae duarum realium variabiliuin 
u, V fiincliones et x,,...,jc„ sunt illius Euclidei spatii eae coordi- 
natae, quibus elementi linearis ds quadratum hac forma 

dx] ■+■ dx\ -+-•■■-{- (/x* 
exprimitur. Tum varietatis M-i elementi linearis quadratum forma 
definita positiva 

(2) Edu^ -k- 2Fdudv -^Gdv^ 
difFerentialium du, dv datur. 

Ad plane definiendam varietatem jf/j. praster aequationes (i) 
inxquationibus quibusdam ut opus sit fieri potest. Insuper ut bre- 
viler loquamur, semper supponimus, varietatem perquirendam esse 
bilateralem, ut ill. Poincar^* sensit. 

Si autem nobis sunt duse secundae dimensionis varietates eae, qua- 
rum omnia puncta, alia ad alia, ad se ita referantur, ut singulis curvis 
alterius singulje alterius correspondeant, utque curvse correspondentes 
pariter et continuae et finitae et infinitae sint, varietatem utramque 
homoeomorpham esse sicut ill. Poincar^** diciraus. Homceomor- 
phas varietates ex analysi situs squivalentes considerari possunt. 

Ex theoremate, cuius autor Jordan, vir clarissimus, est,*** neces- 
saria et sufficiens condicio, qua duae varietates M, M' homoeomor- 
phsB sint, posita est in ea re. 



* AaalTBis Siius. Jonrnal de TEcole PolytechDiq ue, series II, fasc. I, iSgj. pag 17. 
" 1. c, pag. g. 
"• Joanial do MatMmatiques (Uouville). ser U. tom. XI, cf. Dyck, Matbem. Annal t. XXXII 
[. 485, PoincakA, 1, c. pag. 70. 
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1. quod linearui» finientium nunierus ideni est, quodque curvse i 
finientes, aliEe aliis e continuitatis lege correspondeant ; 

2. quod eis eadem cohaerentia est. 
Quo fit, ut omnis bilateralis »j-pliciter connexa varietas r lineaal 

finientes habens, superficiei /^,,r.n BoLVAranae normali (differentia | 
m — r est semper par numerus) horaceomorpha est, ita, ut igitur 
superficies normalis BoLYAiana varietatis generalissinije w-pliciter 
connexae r lineas finientes habentis repraesentatrix ex analysi situs 
re vera considerari possit. Cum supponatur Mi in « dimensionali i 
spatio EucLiDEO situm esse, Af^ continua intra hoc spatiura EuCLl-J 
DEuni deformatione ad superficiem BoLYAtanam norraalem, quse inl 
eodem spatio cogitanda est, transferri posse dicere licet. Quas resJ 
iani considerabimus, earum initium capimus a superficie normali 
/"",./<, cuius r Uneas finientes per rt,, . . ., «r, canales autem pcr 
/i,,...,Rp designemus. Lineam finientem ^r fingimus esse punctum ■ 
delatum (trema), ut, si r= i est, superficies in se ipsam rediens pn 
veniat. 

Quas superficies normalis hoc sectionura systemate in simpliciter I 
connexam secetur : 

Frirao sectiones d, Di{k = i, 2,...,p) a puncto a, proficiscentes 
ponimus, ita ut Ct canalem /^t in longitudinem rescindat, cum Djt 
nullo puncto, quod a puncto a, differt, G tacto, circum /?* circum- 
feratur; deiade singula linearum finientium ai,...,a,^, puncta sectio- 
nibus /,,..., /r—i cum a, coniungimus. Sectiones universas fingimus ' 
positas esse iuxta lineas continuas, quse inter se non secent, quxque 
tales sint, ut in eanim punctis extremis solum directiones discontinue 
mutentur. Ordine bene dilecto sectiones positse superficiem /v,/ 
simpliciter connexam superficiem /•',,/> mutant, cuius Unea finiens exl 
utraque ripa sectionum universarum 
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Ct, Dk (*-',». ■ .p). 

k _ fr--- ■-•> 

constat, Si lineam ita percurrimus, ut siiperficiesyv,^ a dextra nianu ina- 
neat, ripa ipsius /j prima tacta negativa {l^), altera positiva \li) velim 
nominetnr, Quomodo sectionum Q, Dk ripae designentur, quemque 
ordineiTi assuinant, ita velim determinetur, ut sectionum ripse in per- 
cnrrenda linea finiente superficiei Fr.p in positivam directionem (id 
est ita, ut superficies a sinistra maneat) hac serie servata 



i;-., Ir-x,. .., 17, lU Ct, Dt, Cr, D7. 



, Cp , Dp , C * , Dp 



Iraiciantur.* 

Quo facto simpliciter connexara sive planse, sive curvse varietatis 
paTtem, in qua sit polygonum 0t.p simpliciter connexum 4^-l-2(r — i) 
latera habens, finginius. Hsec latera, quamvis conlinua, tamen linese 
quaelibet sint, Ea puncta, ubi duae excipientes lineae collidunt, po- 
lygoni angulos efficiunt. Ab angiilo quovis incipientes positiva 
directione servata ipsius 0r,p limitationem percurrimus et latera ex 
ordine designamus sic: 

■SZL.. s*, . . ., s~, s*, v+, (5*, y~, S~, . . ., yl,, St, 77, S.. 

Quibas lateribus continuas singulas simpHciter connexse superficiei 
J^r.p limitationis partes ita assignamus, ut sectionis /i ripae /i", /^" 
lateribus s^, s^, sectionis d ripEe Cy, C^ lateribus y^ , yj, sectionis 
Dt ripEC Dif Dk lateribus St, Sk respondeant. Qua ex re sequitnr, 
ut superficies J^r.p polygono 0^,^ hoinoeoniorpha sit. Duo poIvgoniiPr,/) 
latera esse coniugata, si unius eiusdeinque sectionis ipsius J^r.p ripae 
utrique, polygoni angnlomm autem systemate cyclum fieri, si ipsius 




Cf. KLBtN, Maihemaiifiche 



. XXI. pag. itS3. sqn. 



U SCHLEStKGBR 



Fr.f puncto uni eidemque respondent, ut PomcARi*, dicemus, ut om- 
nis angulas A,-, ubi coniugata latera 5T, jf coUidunt (i = i, 2,..., r — i), 
pcr se ipsam cyclura efficiat, cum ceteri anguli, qui omnes ipsias/v.^ 
puncto a, respondent, coniuncti cyclum efficiant. Hos angulos per 



designaraus, atque ita, ut ipsius s~ punctum extremum, quod a /., differt, 
di." nominetur, ceteraque /, ordine, qui crescentibus numeris i con- 
stitutns est, polygoni limitationem in negativam directionem per- 
cinrendo, succedant. Ad ipsius ^r.p angulos ita componendos, ut 
cycU efficiantur, regula ab illo. Foin'car£ data'"* valet, quae a rela- 
tiooe inter polygonum 0,,p et superficiem h\.p non dependet. Ab 
angnlo quolibet directione positiva servata latus attiguum, deinde 
contugatum, tum punctum extremum sequens, tum latus attiguum, 
tum coniugatum, tnm punctum extremum sequens percurrimus neque 
desiiiiinus dura ad angulum. a quo egressi sumus revertimus, quocum 
anguli, quos eo modo transgressi sumus, cyclum una efficiunt 

Qua ratione usi cuivis varietati Mx 2p ■+- r-pliciter connexse, r 
lineis finientibas Umitats polygonum, cuius vis ^r.p est, assignare pos- 
surans. quod polygonum ei varietati, quse sectionibus aptatis in sira- 
pticiter connexam muuta est, bomoeomorpbum est et ad Mi e situs 
analys) deterrainandum plane sufficit. 

E contrario in siropliciter connexa i^arietatis cuiuslibet parte, 
polygonum, cuius vis sit 0r.p, daturo sit. Hoc polygonum 0r.p primo 
deformationi continuse subicimus (intra id spatium Euci-iDEum in quo 
polygonum contineturj, qua deformatione duo eius tatera coniugata 
tn congnientei (id est, qut spatii Euclidei tnmslatione ad se trans- 



DE APPLICATIONIBUS GEOMETRl^ ABSOLOT^ ANALYTICIS. 



ferri possunt) lineas arcus mutantur. Ita polygonum nascitur, quod 
0J.,^ nominemus. Deinde iterum ita deformari fingimus, ut nunc 
congruentia bina latera infinite alia aliis appropinquent, quam varieta- 
tem fP"r,p apellamus. Deniqiie lateribus coniugatis binis conglutina- 
tis ad eam varietatem ^'rlp pervenimus, quse, cum in locis «,■ punctis 
extremis h respondentibus et in loco ar, qui ex coniunctis angulis 
AJ,'' provenit, tremata ostendat, 2/-+-r-pliciter connexa, r punctis fini- 
entibus timitata varietas est. Puncta ct, ,...,«, quae sunt in extrema 
superficiei, in lineas quasvis finientes amplificatas esse cogitare 
possumus, qua re superficies normalis BoLYAiana ipsa prodit, quae 
2p-\-r — 1 sectionibus in simpliciter connexam varietatem conse- 
cari potest. Quse polygono 0T.p, a quo egressi sumus, homoeomor- 
pha est. 

Hinc sequitur, ut omne polygonum, cuius vis est 0r.p, varietatem 
2/ + r-pliciter connexam r lineis finientibus limitatam e situs ana- 
lysi definiat. 

Potygonum *Pr.p prseterea varie transformari potest. Polygono e. 
g. lineis quibustibet, quas ex polygono non exeunt neque se, neque 
alije alias secant, quaeque ab anguli puncto proficiscentes ad ceteros 
angulos ducunt, in 4/ -4- 2r — 5 particulas triangulares diviso particu- 
larum a duobus polygoni lateribus limitatarum aliqua, sive r, exsoluta 
expleri potest homoeomorpha, quaa polygono accomodanda est iuxta 
id latus, quod polygoni laterum, quae ad r limitandum pertinent, 
alicui coniugalum est. Qui modus procedendi, quotiens vetis, re- 
peti potest. Polygonum ^r.p, quod eo modo natum est, idem ho- 
mffiomorphum L-:;t ei varietati simpliciter connexae, in quam ip-\-r' 
pliciter connexa varietas r tineis finientibus limitata sectionum 
apte dilectarum systemate dividi potest. Polygoni ^r.p, cuius latera 
bina quoque congruentia sunt, quoinodo anguli componendi sint. 



L. SCKLESINGER 



ut cycli efficiantur, sequitur ex iUi. Poincar^ regula quain supra 
coinmemoraTimus. 0r.p ex 0,,p mutationibus e situs analysi concessis 
provenisse dicimus. 

Nunc omnes cursus, in se ipsos redeuntes universos, quos punc- 
tuni /*(, coordinatas \Ho, fol habentes in hac superficie f^r.p percurrere 
potest, contempiabiraur. Cursus in se rediens, quem punctum Po in su- 
perficie percurrit, pro operatione ad hoc punctum adhibita concipi 
potest,* constituendo. duo cursus, qui continua inter Fr,p deformatione 
ad se transferri possunt, aequivalentes eadem ergo operatione habean- 
tur. Cursifaus qui in unum intra Fr.p punctum contrahi possunt, aut 
qo. i. e. qui per se totam bisdioiensionabs ipsius Fr,p partis finera con- 
stituuntf operatio ideolica assignetur. 

Sit porro /*, siiperficiei punctum, quod a Po differat, atque si 
eos tres cursus 

P<.AP„ PoBP,, PoCP,, 

qui a Po ad Pt ducunt, conspicimus, PoAP,C Po cursum ex 
PqAPxBPo et PoB P,CPo compositum esse dicemus, in qua re 
componentium ordo non exigui raomenti est.** 

Si cursus/^o^/^iC/^oin unum punctumcontrahipotest, /*(,>4/*, ^/*o 
et PoB P,CPo cursus contrarios esse dicimus, quod si ita est, cur- 
sus P^APxBPo cursui PoBPxCPo, qui e contrario percurritar, 
squivalens est. 

Si cursui in se redeunti H^operatio S, alteri cursui in se redeunti 
W operatio S' respondet, cursui ex H'' el W composito operatio 
ex S et S' composita, cursui W contrario operatio 5 inversa respon- 
det, qua re patet universitate omnium operationura S, quse ontnibus 
in se redeunlibus cursibtis, quos punctum Po in superficie Pr.p per- 
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currere potesl, niimerabilein coniunctionem*C, in qua binae 
operationes inversae sunt, effici. 

QiiEe coniunctio G e.\ 2p-\-r — i operationibus fundamentalibus 
hunc tn modum componi potest: Ponimus polygonum 0T.p simplici- 
ter connexae superficiei homoeomorphum delineatum esse et puoctuin 
ffo, quod in polygono ipso est, quodque ipsius Fr,p puncto Fa respon- 
det, conspicimus. Si A poiygoni 4>r.p lateris supra -t- signo affecti 
punctuin, A autem coniugati lateris punctum est, quod in deforma- 
tionis ipsius 4>r.p in superficie stadio supra 'J>'t,p designato puncto A 
infinite vicinum est, cursui AP^A, si in polygono ipso percurritur, 
cursus in superficie in se rediens respondet, qui sectionem, cuius ripae 
lateribus Knea APqA coniunctis respondent, semel transgreditiir 
atque directionem a ripa negativa ad positivam habet. 

Cum ^r.p omnino bina 2p-\-r — i coniugata latera contineat, hoc 
modo 2p~\-r — l cursus in F^.p in se redeuntes adipiscimur, qnos 
tales esse apparet, ut omnes in superficie in se redeuntes cursus ex his 
2p-\-r — I cursibus igitur coniunctionis G omnes operationes ex his 
operationibus, quas his cursibus in se redeuntibus respondent, com- 
poni possint. Si autem primo eas operationes, quse cursibus in se 
redeuntibus, qui Ct, Dt sectiones a positiva ad negativam ripam trans- 
grediuntur, respondent, Sk, Ti, deinde eam operationem, quae cursui 
in se redeunti respondet, qui iuxta lineam finientem a^, in directionem 
positivam percurrit, A^, nominamus, haec aequatio prodibit: 

Ar' = S, r, ST' T," ...SpTf 5/' Tp"Ar-, ...A,. 

Coniunctio G magis concrete exprimi potest sic deliberando. 

Quod in polygono adhibendo bina quaeque latera coniugata duabus 
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lineis in superficie F,.p congruentibus — neinpe unius sectionis ripas 
utrique — respondent, facile perspicitur, polygonum ab initio ita de- 
ligendum esse, ut bina coniugata latera sint linece congruentes. Quod 
ut efliciatur, cum forma et positio non limitentur, polygonum *,,,» in 
EncuDEO sive antieuclideo plano delineatuui esse ponimus atque 
ita, ut latera coniugata huius plani translationibus in se ipsum aliud ex 
alio proveniant. Generalitate non limitata ipsius 0,,p latera rectas 
I ineas esse ab initio supponere possumus. Talepolygonuni 0,^ planum 
et rectis lineis inclusura velim nominetnr polygonuni normale. 

Quo facto si translationes, quibus hina coniugata huius polygoni 
normalis latera ad se transferuntur, pro coniunctionis operationibus 
fundamentalibus habenius, ista coniunctio e plani in se ipsum trans- 
lationibus composita, coniunctioni G plane Eequivalens est. 

Coniunctio G, quani ad superficiem F,_p e situs analysi descri- 
bendam sufiicere plane manifestum est, nisi plani translationum con- 
iunctio concipitur, fonnularuni ope exprimi non potest : quod nt 
consequamur, comphirium plani doctriuEe notionum mentio fiat ne- . 
cesse est. 

II. 

DE PLANI IN SE IPSUM TRANSLATIONUM THEORIA. 



Concipimus per planum duarum dimensionum varietatem, quae 
tn spatio Eucudko nescio quam dimensionem habente continetur 
■ta, nt eius elementum tineare ds positiva definita differentiali forma 

ds* — Edti* -t- zFdudv -f- Gdv^ 

■, ad quam expressio ex E, F, G et ex eorum partialibus diffe- 
ibus secundum «, v formala, qua expressione Gauss. ^ir sum- 
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mus, superficiei curvatura uiensura primus usus est, valorem con- 
stantem c habet 

Si in w, v eje expressiones foniiantur, quEe a deligendis his coor- 
dinatis non dependent, qualilates universEe, quae his expressionibus 
sunt, disciplinam analyticam constituunt, in cuius formulis quantitas 
c apparet et quje plani curvaturBe niensuram c habentis geonietria 
cogitari potest; consentit enim primo, si c = est, cuni geometria 
plani EucLiDEi analytica {in quo paraHelarum postulatum valet), 
deinde si c negativum est cum geometria plani analytica, cuius sy- 
stema est S, cui Bolyai in Appendice operam dedit, et in quo quan- 
titati a Bolvai i designatas valor y — ^ est, denique si c positi- 
vum est, cum analytica geometria in sphsera, cuius radius y ~ est, 
spatii EucLiDEi soHti, ita, ut planum si c = o est, EucLiDEum, si 
c<:o est, Boi-YAianum si c>-o est, RiEMANNianum dicatnr. 

Planum ita in universum cogitari posse 1, Boiyai ipse haud igno- 
rare, cum ex nonnullis ahis I. Bolyai notationibus, quas clarissimus 
St^^ckel ex relictis manuscriptis edidit, tum ex §. 9. Responsionis,* 
quam iam in Introductione commemoravi, cognoscitur, ubi enim de 
superficie undique uniformi disserens haec dicit: iQuantita- 
tem illam ;■», inquit, «qua latera trianguli rectanguH in superficie qua- 
vis undique uniformi existentis dividenda sunt, ut statui possit 



e. g. parametrura huius superficiei appellare placeat . . . » . 

Si I. BoLYAi Gauss, viri summi, opus, quod inscribitur «Dis- 
quisitiones generales circa superficies curvas» et quod anno 
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MDCCCXXVIII edituni est, cognovisset, intelligere poiuit id quod 
superficiem undique unifonnein appellaverat, cuius parameter r esti j 
nihil aliud esse atque superficiem constantem, a Gauss designatam, 
curvaturic mensurani c=-,i habentem. 

Nunc autem nihil facit, nisi monstrat, in systemate S et plana 
et planis Eequidistantes superficies (hypersphaeras) et sphieras (locos 
punctorum uno puncto asquidistantium) et parasphseras (superficies 
-F Appendicis) categorije superficiei undique unifonnis esse et dicit:* 
•parametri superficierum sphEericarum reales, parametri superficierum 
plano Eequidistantium imaginarias evadunt", cum** ad parasphaeras 
parameter in infinitum crescat. 

Cum vero quidem in nono Responsionis paragrapho***planius ela- 
borato dicat, superficiem undique uniformem, J* neglecto, solum sphas- 
ricam, planatn aut plano parallelara (sc. Eequidistantem) esse, re vera 
dicit verum, quoniam in systemate S, ad quod quantitati a BouCAl / 
designatse nescio qui certus valor est, sphaerEe, plana, hypersphaeras 
superficies constantis curvaturae mensurae sunt, inter quas semper 
tales inveniuntur, quarum curvaturae mensura cuilibet positiva aut 
negativae quautitati aequalis sit, cum parasphaeras sint superficies, in 
quibus curvaturae mensura ubique evanescit, ut in eis plani Euclidei 
geometria valeat, id quod Bolvai in Appendice (§. 33.) iam praecipue 
commemoravit. 

In hac paragrapho planum consideranms non certam veluti geo- 
metricam figuram quandam, quas varietatis EucLiDEse est, sed modo ' 
quatenus elementi hnearis expressione datum est. Qua re posita J 
theorema ^'alere constat, planuni, ut paulo antea descriptum est, 
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curvaturae mensura indicata plane definituni esse, id est duo plana, 
quoruni curvaturae mensura eodem valore est, ad se uniformiter ita 
referri posse, ut correspondentia elementa linearia eadem sint. Hinc 
imprimis sequitur, ut plani unius eiusdemque partes aliquse hoc 
modo referri possint, id quod plani in se ipsum translationem 
appellamus. Mibi liceat huius theorematis probandi eam rationem 
indicare, qua simul ad generalissiraara plani translationis constitutio- 
nem deducamur. 

Si in plano P isonietricis coordinatis «, v institutis elementi 
linearis expressio haec est: 
(i) ds'' = }.{du^ -\- dv^\ 

ex notis formulis sequitur, ut constans curvaturas mensura c ita ex- 
primatur 

I / dMog/ aMogA \ 
2l\ dw dv* ) 

Functio semper realis ipsorum «, 7' 

(2) (7= log k 
ergo partiali aaquationi ditFerentiali 

(3) JU= — 2ce^, 

quas dicittir jequatio LiOLivrLLEana, satislacit, ubi ut usus est, statuetur 

'^U =—r——-K — — - • 

Si z = u-\-v^ — I posito, duaa functiones variabilis complexE z 
monogeneae y,, yj eliguntur ita, ut sit: 



(4) 9 = "^^ ' =c.TiV.-+-c,Y.n. 

ubi Cx, c-t duos reales constantes denotant, quorum productum 

(5) c,c^ = c 



20 L. SCHLESINGER 

est, ubique a complexae quantitatis a coniugatam designat, resultabit, 
ut Yi, Y2 homogeneae ac lineari aequationi diflFerentio-diflFerentiali 

(6) 5=?W-:)' 

satisfaciant, ubi 

est et 

poni potest. 

Elementum lineare exprimitur hunc in modum 

sive autem, integralium ratione 

(10) tf = ^=p^q^i 

instituta, sic 

(") ds^ = ^ ^c.XTAq^)y ^ 

quae forma dicitur elementi linearis plani P canonica forma, 
item /, y appellantur coordinatae canonicae. 

Ut altera elementi linearis forma canonica ad alteram 

dp\ 4- dq\ 



[Cx -h C, {p\ -H y^)]- 

transeat, ita efficitur, ut pro systemate fundamentali Yi , Y2 aequationis 
diflFerentio-diflferentialis (6) alterum ^i, ^2, ad quod 

dy2 dji 
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Cxjx yi -H c^y^ 5^2 = c^ \^ \^ -h c^ Y2 Y2 
est, et deinde 

/i-Hyi/^ — ^1 = ^ 
ponendum sit. 

Quam cum mutationem, elemento lineari non mutato, generalis- 
simae plani P in se ipsum translationi correspondere manifestum sit, 
talis translatio ut unimodulari homogenea lineari substitutione, quae 
ad Yi» T2 applicata formam HERMiTEanam 

9? = CiYiYi-*"^2Y2Y2 
in se ipsam transformat, ita substitutione proiectiva 

ad quam 

(12) Ci + C2 //iv = [yt} 4- Sf' (ci + C2 1^1 Vi) 

est, exprimitur. 

Quas translationes ut planius describamus, eligimus Cx ita, ut Ci=\ 
et C2 ita, ut C2 = c sit et distinguimus, utrum c>o, an c = o, an 
c<:o sit, id est eos casus, ubi planum RiEMANNianum, EucLiDEum, 
BoLYAianum est. 

Rectam lineam intellegimus eam lineam, quae per duo puncta 
(/i> ^i)) (/2, ^2) ducitur et ad quam integrale 

minimum fit. Hinc generalis rectae lineae aequatio sequitur, quae hanc 

formam induit : 

(14) / [ I — c (/2 4- y*)] 4- 2/71/ 4- 2«y = o. 
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ubi /, tn, n arbitrarise constantes sunt. Integrale (13), iiixta talem 
rectani lineam electum duoruni punclorum (/,, y,), (/,, qz) distan- 
tia velim appelletur. 

E^ puncta, quorum distantia a puncto/ = o, q = o infinita ma- 
gnitudine est, ut ad ea 
(15) \-\-c[p^-\-q^] = o 

sit, plani elementa iu infinitum remota componunt. Hasc, si c>o est, 
itnaginaria sunt, si c = o est, unum in infinitum remotum punctum 
resultat, p = oo, q = oo, sin autem c<Co est, puncta in infinitum 
remota continuum unius dimensionis reale componunt. 

Realia plani f puncta sunt ea, quorum distantia a puncto p = o, , 
q=o realis est, ita ut, si cgo est, omnibus valoribus ^, q realia 
plani puncta respondeant. Sed, si c-<o est, realia plani puncta offerunt , 
valores reales p, y solum ei, ad quos 



(16) 



H-c(^»H-9»)gO 



ert, CooFdinatae /, g sunt tales, ut realibus omnibus binis p, q valo- 
ribus, qui, si c<Co est, insequatione ( 1 6) limitati sunt, piani punctum, 
nullo excepto, et vice versa uniformiter respondeat. 

Duse reales rectae linese semper duobus punctis secantur. Si j 
i^ii ?i'. (/jt ?»1 anibo communia duarum rectanim puncta sunt, sem- 
per est 

H-c(^.H-?, /^)(/, — 9,/^) = o; 

duo puncta, inter quse ea relatio est, polos figune ^15^ in infini- 
tum remotse coniugatos esse dicimus; qua ex re commune dua- 
ntm rectarum punctum, si c^-o, semper utrumque reale est,* sin 



■ UDoqae pweto ideatificaio plaai RiemaniiiaBi inodificatio. qiue a claro F. Kuin prino 
ia mn, pndit. to h»c disialatioae DtraHKiDe pDnctum ■Itenun ab allero < 
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c = o, alteruin semper ad p~co, y = oo vergit, ut alterum reale 
esse necesse sit, si c<Co est, aut commune punctiini utiiimque ima- 
ginarium esse (coordinatis eis respondentibus p, q ipsis imaginariis 
factis), aut in punctum in iniinitum remotum concidere, aut denique 
alterum reale, alterum imaginarium esse potest. 

Duae rectse linCEe, quK ita se secant, ut angulum nullum efGciant, 
parallelas appellantur. In plano RiEMANNiano parallelae non exsi- 
stunt. Si c^o est, commune duaruni parallelarum rectarum punctum 
utrumque in infinitum semper concidit, atque per punctuni quodli- 
bet rectie lineas datas in plano Euclideo una, in plano BoLYAiano 
duae parallelae duci possunt. Duae BotVAiani plani rectae, quarum 
commune punctum utrumque imaginarium est, nominantur diver- 
gentes. 

Ad translationes hasc tria Iheoremata proponi possunt. Primum 
in plano Riemanniano ^c^o) omnes translationes substitutionibus 
ellipticis 

Sri — k _ ^,^- i)—k 
ri — fi 



Si)—fi~ 



exprimi possunt, ubi fixa puncta X, fi poli figurse in infinitum remotEe 
coniugati sunt, ^ angulus realis est. Eadem translatio nihil aliud est 
nisi rotatio, quae fit donec angulus ^ formetur circum puncta fixa 
A, fi.. Deinde in plano Euclideo [c = o) translationes sunt substitutio- 
nes ellipticEe aut parabolicae hanc formam habentes : 

alterum autera punctum fixum semper in infinito situm est. Substitutio- 
nes elUpticse offerunt rotationes, quas fiunt donec angulus Q' forme- 
tur, cum paraboIicBe (d = o), quse dicuntur translationes parallelae pro- 
ducant (cf. Introductionem). Tum in plano BoLYAiano (c < o) hoc ita est ; 
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I. Ellipticae substitutiones 
Sff — X _ 



Sr)~fi~ 



quarum puncta fixa A, fi poli figurae in infinilura remotse coniugati 
sunt, producunt rotationes, quEe fiunt, donec angulus ■5' forraetur cir- 
cum reale punctura fixum. 

2. Substitutiones hyperbolicEe, quarum puncta fixa in infinitum 
remota sunt, planum iuxta eam rectara transferunt, qua hasc duo 
puncta fixa coniunguntur, quae recta, translationis axis nominatur. 

3. Substitutiones parabolicae, quarum unum punctura fixum in in- 
finitum remotum est, plani Euclidei translationibus parallelis corre- 
spondent. 

In universum translatio qujeque rectas in rectas transfert. Ea 
translatio, quse rectas Hneas se secantes ita in se transformat, ut 
punctuni comraune sibi ipsi respondeat, substitutione elliptica, si 
punctum comraune in finito situm est, parabolica autem, si lineEe 
parallelae sunt, exprimitur. Translationi, quas duas rectas divergentes 
in se transformat, semper respondet substitutio hyperbolica. 

Quibus fructibus paucis indicatis ad polygonura normale applica- 
tis, resultat, ut translationes, quibus bina latera coniugata in se trans- 
eunt formularum ope proiectivis variabilis coniplexse substitutionibus 
expriraantur, atque ita, ut substitutiones, quse transitionem a Sy ad 
Sy efficiunt, ellipticas aut parabolicas esse necesse sit. Unde sequi- 
tur, ut coniunctio G, sicut coniunctio proiectivarum snbstitutionum, 
qUEe ad variabilem complexam adhibendae sunt, exprirai possit. 
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DE REPRyeSESTATIONIS CONFORMITATE, DE DUOBUS PROBLEHATIBUS. 



Ut ex considerationibus de situatioDe geometrica, quw priore 
paragrapho paucis indicatse sant, ad coinplexse variabilis ftincdcnuui 
theoriae notiones transire possiraus. relatio, quie est inter superficiem 
Fr.p et polygonum normale 0,.^, ita modi6canda est. ut homoeo- 
morphismo inter sectam superficiera Fr.p el polvgonuui #,/ gene- 
rali homGeometria sive unifonniter conformis repnesentatio siic- 
cedat faciamus. Priusquam autem diligentius deliberemus, num ea 
conformis reprassentatio fieri possit, ex ea re, quani homceometria 
postulat, polygonum normale 0r_p modo quodam planius definire co- 
nemur. 

Ne nostrje considerationes generalitate careant, in sequenti super- 
ficiem Ft_p esse BoLVAianam normalein fingere nos supersedere ne- 
cesse est, sed superficies Fr.p (2/ -t-rl-pliciter connexa et bisdimen- 
sionalis varietas quaelibet, r curvis finientibus tiraitata, quae in spatio 
EuajDEO dimensionis niimerura queravis habente continetur, cogite- 
tur velim. Cuiusmodi varietas, cum semper superficiei normali Bolxai- 
anae homceomorpha sit, sectionum systema canonicum, ad superficicm 
normalem institutum, ad varietatem illam F^.p deferri potest; idem- 
que ad situs analysis omnes ceteras de superficie normali conside- 
rationes pertinet. 

Primo ad Fr.p isometricas coordinatas «, v institutas esse finga- 
mus, ut igitur superficiei Fr.p elementum lineare dS hac aequatione: 

detur. Qua re ex principiis, qua; Gauss, vir suramus, de conformis 
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rcpriesentationis theoria proposuit, si easdem coordinatas u, v ad 
puncta plani P, quod polygonum normale 0r.p continet, definienda , 
adhibitae erunt, ipsius P eleraentuin lineare hanc formam : 

tis^ = X {du^ + dv^) 

indnet, ubi, cum ^''^IogA partialis aequationis differentio-differen- 
tialis LiouviLLEanje (3), Nr. II. solutio sit, 

U=U~\ogA 

solutionein partialis lequationis differentio-differentialis 

(3«) DU=~2ce^~D\o%A 

essc necesse sit, si symboluin DV Kquatione 



expltcatur. Aequatio differentialis [yi) lequationi LiouviLLEanas /3J* 
Nr. II. anteferenda est ob eam rem,* quod functio V a deligendis 
coordinatis u, v isometricis ad superficiem institutis non dependet. 
Fnnctio k nota putanda est. 

Si supponinms coordinatas maxime tales esse, ut superficiei J^r,p\ 
omni puncto, nuUo excepto, bini valores certi «, v respondeaot, 
rariabilis z = m- r }/ — i est functio quae dicitur monogenea uniformis 
loci in F,.p.** 

Ut (ales coordinatas u, v exsistere probantes in fiructibus 
cognitis niti possinins, facere non possumus, quin tiDearum Gnien- 
tium numemiD r esse aut evanescere aut hunc numerum esse qaem- 

* t^M9KA«i, JoBnal dn Uuliienukiiws tLio«vt[]ie}. aor. V. todi IV . pag. ijy 
*• 1H VdM» ffr(ii ■'■ Tbeorie M&. tSSa, pag i») dizii: Compla* lod faBcd» 
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libet fingamus, cum linea finiens quBevis nihil nisi trema cogitanda 
sit. Numerum quemlibet esse etiam velim in sequentibus semper sup- 
ponatur, ita ut ergo F^.p ex 2/ -H l-pliciter connexa in se ipsani re- 
deunte varietate Fp ea re prodeat, quod Fp in /■ punctis a, , . . . , a, tre- 
matibus afficitur. In varietate Fp in se ipsam redeunte semper mo- 
nogeneas uniformes loci functiones exsistere notum est, quae varietatis 
Fp nulli puncto incletenninatEe * fiunt, quseque earuni duabus ^, t 
rationali niodo exprimi possunt, cum inter 2, t ipsas algebraica 
Eequatio F[z, t) = o genere p sit. Relatio, quas inter complexos binos 
valores {z,i\ Eequatione F[z,t) = o coniunctos et varietatis ./^ puncta 
est, nulla exceptione mutua ratione uniformis est, ut igitur varietatis 
Fp puncta, binis complexis [z, t) valoribus eis respondentibus describi 
possint. Si z~u-\-v \f — i ponimus, «, v sunt ut in Fp, ita in /v,/> 
coordinatae qusesiti generis. 

Quo facto si plani P elementum lineare ds in formam canonicani 
(11), Nr. 11. versiim esse fingimus, erit ti=p-\-q^ — i monogenea 
ipsius z~u-k-v )/ — I functio, quie linearis differentio-differentialis (6]. 
Nr. II. aequationis integralium ratio definita est, cui his qualitalibus 
gaudere opus est : 

Cum sectae varietatis Fr,p repraesentatio in potvgonum <?,,^ mutua 
et ita unifomiis, ut nuUa exceptio fiat, esse debeat, r} in superficie 
F,.p functio ipsorum [z, t) undique uniformis et vice versa je et / 
intra polygonum fpr.p unifonnes functiones ipsius >{ sunt. Si superficiei 
Fr.p punctum, binis valoribus [z, t) definitum, sectionem /,■ aliquam 
positiva directione servata transgreditur, i/ subit ellipticam aut para- 
bolicam substitutionera .^4^//, quae translationi lateris 5,; in J^ respon- 
det, cum //, puncto [z, t) sectionum C*, Dk aliquam transgresso, substi- 
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tutionein Sn/, Tkt) subeat, qua yk in yi sive Si in Si vertitur. Quo ' 
fit, ut // in varietate Fr.p non secta variabiliuni (2, l) asquatione 
F{z, /) = o coniunctorum fiinctio multiformis sit, et cuncti huius func- 
tionis rami ex eo, cuius valonim copia polygoni normalis 0r.p pun- 
ctis exprimitur, eius coniuoctioms G, quse ex translationibus 

At,...,Ar-^, S,,...,Sp, 7,,..., Tp 

eisque inversis composita est, proiectivis substitutionibus appHcatis 
resultent. Cum universae ipsius G substitutiones plani P translatio- 
nes sint, forma HERMiTEana y bis substitutionibus in se ipsani trans- 
formatur, est igilur uniformis loci fnnctio in Fr,/,, unde sequitur ut 
variabilis z monogenea functio f[zi, sequatione (7), Nr. II. definita, 
sit monogenea et uniforniis loci functio in varietate Fp, ergo unifor- , 
mis ipsorum {z,i) functio. 

Fr,p ipsius reprBEsentationem in 0r,p undique conformem esse pu- 
taveris, id quod re vera ita est, cum exceptiones solum in locis att.-.i^^r 
trematibus exctusis fieri possint, Binis enim valoribus iz, t), qui varie- 
tatis Fp punctis at respondent, z = ai„ t=hk nominatis, 

ak, bk (Jt-t.n. ...ri 

fimctionis 9 ramificationis puncta esse possunt. Quomodo jy in 
his locis se habeat, elUpticis aut parabolicis substitutionibus Am 
(k= 1.2,.. ., r— 1) et 



Ar = A7 



\ TpSpTp Sp 



. T, 5. 7T' sr 



describitur. Quae substitutiones quales sint, sequitur rursus ex an- 
gulis, qui in singulis polygoni 0r.p anguli punctorum cyclis apparent. 
Sienim angulus, quem tatera^;^, s^ in angulipuncto Xpii'=i, 2,..., r — 1} 
nna claudnnt, evanescit, substitutio Av parabolica est, sin hic angulus 
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2n^» asqiialis est, Ay est substitutio elliptica lianc forinaiii habens 



^vo — A, 



'JLTlA'^^..v-„,MZ 



A,i,—n, 



(0<yv£l). 



I A«, 



Simili modo summa 2T(fr angulorum, qui in angiili 

cyclum efficiunt, apparent, substitutionis A, naturam definit. 

Nunc postulamus. ut monogeneBe et imiformes loci in F^.p func- 
tiones non solum intra polygoni noniialis 0,,p superficiem, sed om- 
nino uniforraes ipsius t^ functiones sint. Quod ad perveniendum ne- 
cessarium et sufficientem esse manifestum est, quod [z, t) uniformia 
in 7) sunt. Ex ea re, quod [zyt) in polygoni normalis ^r.p anguli 
puncta sunt uniformia, sequitur, ut FticHS, lir Ulustrissimus, demon- 
stravit, ut quantitates <jpk nisi evanescunt, numeros fractos numera- 
torem : habentes esse necesse sit, utque t) in locis z = ai„ i = bi, 
indefinitum esse non possit. Itaque 



ponere nobis licet, ubi gk positivus integer numerus finitus aut infini- 
tus est, ut Ak aut periodicBe ellipticas, aut paraboiicK substitutio- 
nes sint. 

Si gi=\ est, reprsesentatio etiam in loco ai, conforniis est, et if 
ad locum z = ai, t = bk regulariter se habet, qua in re nequaquam 
punctum ai trenia habendum est. 

Aequationis differentio-differentialis (6), Nr. II. systematis funda- 
mentalis ^i , y^ elementa sic 



^/dz 



exprimi posse respicienti differentio-differentialis jequationis resultant 
h£e qualitates : 
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Difterentio-differentialis iequationis (6), Nr. 11. solutiones ad va- 
rietatis Fp loca omnia, quae ab («*, i*l differunt, regiilares, id est 
uniformes, finitas, continuae et in locis («*, i*l ipsis non indefinitae 
sunt, ut primo q \z] rationalis ipsorum [z, i) hinctio sit, deinde 
sequatio differentio-differentialis eius classis, qua; FucHsiana apelia- 
tur, sit, tum sequationum fundamentalium et determinantium, qua; ad 
puncta singularia z=at, t=bt pertinent, radicum differentias valores — 
assumant. Proiectivarum substitutionum, quas integralium ratio, si 
punctum (z, t) omnes in Fp in se redeuntes cursus perciirrit, subit, 
universitas, coniunctionis G translationibus datur, 

Videmus ad plane definiendum problema, quo de uniformi ac 
conformi superficiei fr.p reprEesentatione in polygonum 0r,p normale 
agitur, angulos in singulis anguli punctis, quse cyclos efficiunt, dan- 
dos esse, atque ita, ut aliquotae ipsius 2ji partes sint, sive quod 
idem est, trematum «,,..., ^^ cuique numeruin integrum queindam 
fft)- • -1 £r assignandum esse, qui vel infinitus esse potest, quoque 
quantse sint anguloruni sumnije in singulis ipsius 0r.p anguli puncto- 
nim cyclis, determinatur. 

Numeris p, r tX gi,. . .,gr autem indicatis plani P, in quo poly- 
gonum normale ^r.p continetur, vis plane definita est. Curvatura 
integra enim polygoni 0r.p in plano /'siti, quod ^p-^2\r — l) rectia 
lineis includitur. formata secundum Gauss habemus 



//crf«' 



2' 271 



-^Itt, 



nbi div est area elementi plani P, et integrale per polygonuin 0T.p 
exlendendum est. Qua aequatione, cum factor \]dw e natura posi- 
tivus sit, ut quantitatis c signum, ita piani /*natura definitur. In bre- 
viter disputando seqiiitur, nt in casibus quibusdam, qui accurate 
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indicari possunt, accidat, ut c>-o aut c = o sit, atque * trivialibus 

casibus, iibi^=o et y<3 est, neglectis 

t>o erit, si 

= o, /" — 3, ^, = 2, gi_ = %, gi= numerus quivis, 
/ = o, r^i, g^^2, g^ = i, g^ = 3, 
/ = o, r = 3, ^-, = 2, ^. = 3, ^3 = 4. 
/ = o, /- = 3, ^, = 3, ^2 = 3, ^3 = 5. 
c = o erit, si 
/= I, r = o, 

/=10, r=4, ^1 = 3, ^, = 2, ^3 = 2, ^4 = 2, 
/ = 0, r = i, g, = 2, gi = 2, 5-3 = 00, 

> = o. ''=3. ^1 = 2. ^* = 4. £"3 = 4. 

;> = o, r=3, £-, = 2, f, = 3, ^3 = 6, 

/ = o, r=3, £-. = 3. ^-^ = 3. f3 = 3; 
qua in re videlicet numeri gt pennutari possunt. Omnes ceteri ca- 
sus c negativuin postulant, id est mutue uniformis et confor- 
mis varietatis J^r.p repraesentatio in universnm nisi in 
polygonum normale, quod in plano BoLVAiano contine- 
tur, fieri non potest. 

Quibus rebus prasmissis nobis duo diversa problemata sunt exse- 
quenda, prout a polygono normali 0,./' aut varietate /^r.p initium ca- 
piamus. Quibus duobus problematibus hanc formam induimus: 

I, Est datuni polygonum normale 0r,f>i ad quod angulorum in r 
anguli punctorum cyclis summae aliquotis 271 ipsius partibus datis 
asquales sunt aut evauescunt; num ^r.p mutue uniformiter et confor- 
miter in simpUciter connexam varietatem /v,/). quse ex varietate 



■ PoiMCARi. Acla Malhematjca, tom. IV. pag. 2 



32 L. SCHLESINGER 

/V,^(2/4-r)-pliciter connexa et r trematibus aflfecta secando prodit, 
repraesentari possit, quaerimus. 

11. Est data 2/H-i-pliciter connexa varietas Fp in se rediens, 
quae trematibus in locis aij...,ar aflFectis, in varietatem r lineis fini- 
tam mutata est; quorum trematum cuique numerus integer (qui vel 
infinite magnus esse potest) assignatus est. Simpliciter connexa 
varietas /v,^, quae secando ex Fr,p prodit, mutue uniformiter et 
conformiter in polygonum normale repraesentari num possit, quae- 
rimus. 

Integrorum numerorum systema 

quod problematis cuiusque naturam definit, id problematis signa- 
turam apellamus. 

IV. 

DE PRrORE PROBLEMATE TRACTANDO. 

Sit polygonum normale 0r,p datum, id est igitur polygonum rectis 
lineis inclusum, quod est tale: 

Si ipsius 0r,p peripheria directione positiva servata percurritur, 
latera hoc ordine 

^;;_x , st-i , . . .j s7i stj yU ^m yr, Si, > . ., yp, op, yp, Sp 

traiciuntur, bina latera si, st] yi, yh Skj Sjt congruentia sunt; porro 
ei anguli, qui latera ^J, st in anguli punctis kk una claudunt, aequa- 
les sint -^, angulorumque summa in ceteris anguli punctis A;** 
aequalis sit — r^. 

In quibus angulis indicandis ut intellexiams detenuinatur, planum 
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/*, in quo polygonum ^^.p exsistit, RiEMANNianumne, an EucLiDEiim, 
an BoiXAianum planum sit; absolutus huius plani curvatiirK men- 
suras valor non uUra respiciendus est; si c=t=o est, c unitati aequale 
eligere possuraus.* 

Exempla prascipue duos casus eligemus, quos applicationlbus 
maximi moraenti esse patebit (vide Nr. VI.). 

I. Sit r=l et polygoni F,_p angulorum summa aequalis 2n. Qua 
posita re, si ^=o et ergo c>o est, nulluni est polygonum, id est 
polygonuni planum RlEMANNianum totum explet. Quod planura, cum 
infinite multis modis in varietatem quamvis simpliciter connexam et 
in se redeuntem uniformiter et conformiter repriesentari posse per- 
spicuum sit, probleraa peractura esse dicere possuraus, quam ob 
rem etiam in sequenti hic casus velim neglegatur. Cura, si ^ = l est, 
c = o habeamus (casus 5., Nr. III.), polygonum nihil aliud fit, nisi 
EucLiDEi plani parallelogramma. Si />i est, semper c<.o est, po- 
lygonumqne in plano BoLVAiano in fig;uram 4^ latera habentem 



vertitur, quam Euclidei plani parallelogrammati correspondere, qua- 
tenus quattuor latera yti 6t , yit ^t asqualitatis relationes parallelo- 
grammatis lateribus correspondentes prastant et angulorum suraina 
etiam hic aequalis 271 est, dicere possumus. Eiusmodi figuram in 
plano BoLYAiano 4^ latera habentem isogramma generis/ no- 
minemus et pro isogramraate generis i Euci.idei plani parallelo- 
gramma habeamus. 

* Planum P corvatur* mensuram c habons, canonicae ccmrdinali {p. j) constaati factore t 
raultiplicatx sive generaiiter plaoi P ttanalaiio ad fr, applicala, in plaiium P' cuius curvatura; 
inensura -f ' '^ ^'< '' cuiua elemen tum lineare ab ipsius P elemenlo lineah faclore 7 diHert, mula- 
tur ita. ut correspoiidentes planorum P cl P' figursr stmiles sint. Si e evanescil. /" in P incidit 
quam ob rem in plano Euci.iDeo figuis similes exsisluul 
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Cum substicutio Ar nihil aliud sit nisi substitutio identica. inter 
translationes 5«, Tk hsec relatio est: 

2. Si /^ = o. r ;^ 3 est, polygonum est figura, quae 2r — 2 anguli 
puncta efficit, et in qua bina latera si, si 'i=i, 2, ...j r — i sunt 
congnientia. Oua^ figura in plano RiEHAKKiano in casibus solis i. — 4., 
Xr. III.. in EucLiDEo in eis 6. — 10., in omnibus ceteris in plano 
BouiAiano est; eiusmodi polvgonum ruta appellatur. 

In universum polvgonum ^r.^ translationes 

At .r— 1. 2, .H 
•Si. 7* i4— 1.2, /> 

definit atque Ar parabolicae seu periodice ellipticae substitutiones, 
cum Jf*. 7i, si/ = o est. id est praecipue si polygonum in plano 
RiEMANKiano situm est. omnino non apparent, sin polvgonum in plano 
ErcLiDEO situm est. in casu solo 5.. Xr. III., id est. si polygonum in 
parallelogTamnia versum est, 5:. Ti apparent et hae duse substituti- 
ones sunt translationes parallelae* itaque substitutiones parabolicae. In 
omnibus ceteris casibus bina latera ;•*. ;'* et Sf. Si divergentibus 
plani Boi\:\iani recns lineis componuntur. ut translationes •&• 7* 
substitutiones hvDerK^licas esse necesse sit. 

Planun^. jxVivgonum -ir~Jr — 2 rectis Hneis inclusum pro forma 

id est trans^arior.e quavis intra suum planum excepta ab Sp — ^r — 7 

realibus cor.stantibus cependet. Cum ad poiygonum normaie 0r.p 

latera aique rir.a congrjemia sint. ^r-t-^r — d consianies. quae dis- 

ron: possin:. reiiquur.mr. Facxan:us fi^g^s f^ esse caia. polygo- 

r:u:r. r,.^r:r.a.> *. ^ signaturin: babens 
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a realibus bp-^-^r — 6 constantibus dependet, qui numerus, si ^,,^ 
isogramma generis />■! est, ad 6/ — 6,si/=iest, ad 2, si in rutam 
versum est, ad 2r — 6 reducitur.* 

Qui numerus, ut oportet, cum parametrorum in summa numero 
convenit, a quibus translationes Av, 5*, 7i, quas polygono normali 
definitK sunt, dependent, si signatura data putatur. 

Si translationum coniunctioneni G ex his translationibus et ex 
earum inversis compositam contempianiur, omnes eas coniunctiones, 
quae ad normalia dats signaturEC polygona pertinent, holoedrice iso- 
morphas esse manifestum erit, ut ideui numerus, quem supra comme- 
moravimus, realium constantium offerat nuraerum, a quo holoSdrice 
isomorphanmi translationum coniunctionum classis signalura 

definita dependet. Parametri constantes, a quibus polygonum nor- 
male 0r.p< quod delerminatae signatura; est, pendet, solum insequa- 
litatis condicionibus quibusdam hmitati sunt. 

Si horum parametrorum omne valonira systema spatii ^EucLlDEl, 
cuius dimensionura numerus j/ cum numero supra invento conve- 
nit, puncto expressum esse fingimus, hasc puncta v dimensionum 
varietatem Mv, quae in 2 continetur, explebunt, ut omni signaturae 
datse polygono normali vaiietatis Mv punctum correspondeat. 

III. PoiNCAR^** id theorema, quod sequentis disquisitionis fun- 
damentum factum est, hanc varietatem Mv in se redeuntem 
esse, probavit. 

Cunctis ad nostrum polygonum 0,,p translationum coniunctionis 
G, qus haec polygono determinata est, translationibus applicatis in 

* Vidc FoiNCAiii, Acta Matbeniatica, toin, I: Klein, Math«ra. Annalen. tom. XXI, pag igO. 
•• Acia Matbcroatica. tom. IV. pag. 150. 
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plano P polygonorura, quae ciini 0r.p congruunt, reticuluni adipisci- 
mur. Ex ratione, ciiius autor ill. Poincar^ est,* ut ad casum, ubij 
poivgonum in plano Boi.YAiano exsistit, ita in universum, ficti reti- 
culi polygonis totum planura simpliciter ac sine lacunis con- 
tegi ostendi potest. 

Translatiomim coniunctionis G qualitas, quse ex rebus hoc niodo 
inventis cognoscitur, coniunctionis G discontinuitas appellatur, 
ut uecessaria et sufficiens condicio, qua translationum coniunctio po- 
lygono normali 0r,^ deBnita sit discontinua, ea re contineatur, quod 
angulonnn in anguli punctomm cyclos nascentium summse aut eva- 
nescunt. aut ipsius 2n aliquotEC partes simt, seu breviter, ea re, quod 
ellipticsE inter substituliones fundamentales y4,,-..i .^4, periodicBe sunt. 

Si 4>,,f in plano RiEMAMNiano exsistit, ciim totius piani RiEMANsi- 
ani area finito valore -^ sit, ut reticuli polygonorum numerus, ita , 
discontinua; translationum coniunctionis G substitutiomiin numerus i 
finitus est, atque in casibus i. — 4., Nr. III. est aequalis 2^3, 12, 24, 
60; cum item planum RiEMANNianum, cuius curvaturse mensura c J 
est. semper in spbseram Euclidei spatii tres dimensiones habentisi 
devolvi possit, hoc modo ad eam ralionera, qua sphierEe superficies 1 
in polygona sphaerica ac congruentia dividi potest, pervenimus.** 

Si c^o est. ut reticuli polygonorum numerus, ita numerus sub- 
stitutionum discontinua; trauslationum coniunctionis G infinite mag- 
nus est. Ut problema I. exseqnamur, nubis ostendendum est. complexie 
variabilis »/ monogeneas exsistere functiones, quae intra 4>,,p rationa- 
lium functionum \\\x\ habent et quarum valores in correspondentibus 
congruentium ipsius ^r.p laterum punctis conveniunt.Tales functiones, 



• Act» MMbenutica. lom I, pag. 27: Ci' H&ndbuch ^it Tbeoiif 
GlekliUBgen, (om II pars. II. (I.ipsc 1S9S.] p^. 104. sqo 

•■ ScHWAKZ, faunial fui Mathemaiik lCrellPl, tnm. 7$. pag. 2t)i, 
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quae coniunctionis G sunt, aiitomorphas functiones, ut ill. Klein, 
nominamus. Quod sine uUa difficultate ostendi potest, si / = o, r = 3 
estj et hos casus et nonnullos, qui facile tractandi sunt, alios prse- 
cipiamus, ut quae sunt exempla ad sequentes generales investigationes 
facilius intelligendas idonea habeamus. 

Si/ = o, ^ = 3 est*, polvgonum est quattuor laterum ruta, qUEe 
cum numerus 6/-h2r — 6 = a sit, tribus numeris g\,g3,gi indicatis 
plane definitur. In a;quatione (6t, Nr. III. difterentio-differentiali, cura 
/> = o sit, cofifficiens q[z) functio ipsins z rationalis est, et, ut semper, 
s! p=o est, varietatem I^p planum EucLiDEum, in quo complexje va- 
riabilis z valores, ut usus est, repraesentantur, eligere nobis Hcet ; 
cura prasterea lineari transformatione ad z adhibita tria trema*.a a' , 
a-f, «3 in puncta o, i, oo z-plani transponere nobis liceat atque Eequa- 
tio (6), Nr. III. classis FucHsianae sit et determinanlium Eequationum 
fundanientaUum radicum differentiis — - , — , — valores esse ne- 
cesse sit, hsec xquado differentiaiis forma 



{G\ 



d^y _ I ) fi 
dz^ ~ ±\ z 



prodit, quas est in summa differentialis lequatio GAUssiana. Qua 
ex sequatione z integralium rationis »/ functionera automorphani 
re vera resultare demonstratur. Si c>o, id est in casibus l.— 4., 
Nr, IIL, ha-c unifonnis functio est rationalis, qua ad eos casus, in 
quibus aequatio \G] qua; dicuntur regularium solidorum functiones 
definit, perveniraus. Si c — o est, casus 7., Nr. III. z sinipliciter pe- 



• SCHWARZ. 1. 
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riodicam ipsius // fiinctionem offert, in casibus 8.— lo,, Nr. IIl. z 
biperiodica ipsius ?/ functio fit, quje multipiicationera coniplexam per 
secundam aut tertiam unitatis radicem patitur. In casibus, qui c-<o 
correspondent, variabilis t) functio z non exsistit, nisi ipsi ;/ valores, 
qui realibus plani BoLYAiani punctis correspondent, id est ii, ad quos 
i-l-c*/^>o est, tribuuntur, prasterea prsebet hasc functio uniformiter 
conformem 2-plani EucLiDEi idoneis sectionibus (o, oo), (i, oo) secti 
repraesentationem in BoiYAiani plani rutam quadrangulatam. Si 
gx=g-i=gi=oo, in quo casu huius rutas quattuor anguli puncta 
sunt plani BoLVAiani puncta in infinitum remota, quae modulares 
fimctiones ellipticae dicuntur,* producuntur. 

lij casibus, in quibus polvgonum <Pr.p in plano RiEMANNiano 
situm est, peractis, eorum casuum, ubi ^r.p in plano Eoci-ideo exsistit, 
duo solum nempe 5,, 6., Nr. III. relinquuntur. 

In priore 5., in quo ^r.p Euclidei plani para!lelogramma *^, est, 
ellipticamm functionum theoria uniformes ipsius // functiones eas, 
quibus intra parallelogramraa 0, rationalium functionum vis est, quse- 
que in oppositis ipsius ^, lateribus eandera valorum seriem assumunt, 
id est automorphas functiones, quas ad 0i pertinent, praebet. Quo 
modo formandae sint, a duarum geometricanim quantitatum, quae 
ipsius !?i latera exprimunt, ratione r dependet, quod est duabus rea- 
libus constantibus aequivalens complexa constans, a qua parallelo- 
gramma 0i prsecipue dependet. Variabiiis »/ functiones automorphae 
(ellipticEe), quae ad (Pi pertinent, earum duabus 

z = 9>(j/), /— y/(//), 
inter quas algebraica generis i asquatio est, via rationali exprimi pos- 
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sunt et binis valoribus {z, fj omnibus punctum intra parallelogramma 
0, et vice versa respondet. Si 



x-hy/^U 



-I. V 



=/+y/^ 



ponimus, x, y, n, v sunl unifornies ipsorum /, q functiones, quse no- 
bis, si e. g. x,y, u, v pro EocLiDEl spatii, cui quattuor dimeusiones 
sunt, coordinatis habemus, duarum dimensionura varietatem ^^i, cuius 
elementum lineare est 

dS' = \ciz\- + \dt\- = ( \fm + vpW) \dp' + <ir\ 

definiunt. Functionum z, t ope in /^, duo linearum cursus, ipsius ^, late- 
ribus correspondentes deterrainantur, quse sectiones C, D^, quibus F^ 
in simpliciter connexam varietatera Fy secetur, cogitandie sunt, quee 
varietas varietati (f, homceometrica est. F^ in a-planum Euclideuui 
proiecto, superficiem RiEMANNianum solitam, quse ipsius z func- 
tionis t ramorura nexum reprjesentat, adipiscimur. z apte electo, f/ 
elliptico primEe speciei integrali 

r dz 



}i z[\~z]{\—k^z) 



exprimitur, cuius integralis modulus k^ quantitate z elljptica niodu- 
laris functio quamvis uniformiter, tamen transcendenter definitus est. 
In casu 6., polygonum 0r.p iu plano Euclideo situm est figura. 
quae anguli puncta sex efficit, qujeque triangulum apparet, in quo 
omnia puncta, quibus singula latera in duas asquales parles dividun- 
tur, anguli puncta habenda sunt, id quod prascipue a duabus realibus 
constantibus dependet. Ctim p—O sit, z apte electo quattuor tre- 
matum tria e. g. a,, a-i., a^ in plano Euclideo, quod Fr,p cogitan- 
dum est, in o, i, oo transponere possumus, qua re differentialis aequatio 
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(6), Nr. III. hanc formam induit* 




^ \ dz^~\^ R i6 R' 
ubi 


A' 1 

^ j 



R = z{z — i) [z — a-^) 

est, et /, «3 constantes, quae etiam determinandae sunt, denotant. Ex 
condicione, qua substitutiones proiectivae, quas ratio integralium /; 
variabili z circumcurrente subit, plani Eucijdei translationes sint, 
k evanescit, constans autem complexa «3, duabus realibus constanti- 
bus, quae polygonum 0r,p definiunt aequivalens, uniformi modo deter- 
minatur atque ita, ut, cum 



=-/ 



dz 



VR 

ubiyi, ya constantes sunt, esse reperiatur, in summa rursus elliptica 
fiinctio modularis sit. 

Quo modo casibus, in quibus c ^o est peractis, ab initio suppo- 
nere possumus polygonum 0r,p in plano BoLYAiano situm esse; si 
ita est, discontinua translationum coniunctio G FucHsiana quae au- 
tem automorphae functiones eius sunt, functiones FucHsianae appel- 
lantur, quas functiones exsistere probandi patent duae viae, ad quas 
investigandas hic transgrediamur. 

Altera, ab illo. Klein*^* monstrata, iisdem principiis, quorum ope 
varietati duarum dimensionum in se ipsam redeunti ^superficiei 
RiEMANNianae) monogeneas et uniformes loci functiones exsistere 
demonstratur, continetur, neque ad eam rem solain pertinet, quod 
polygonum in plano BoLYAiauo situm est, perinde suppositione 

* FucHS, Nachrichtcn Societatis Gottingeiisis, 1881, pag. 445 

** Matbem. Annalen t XXI. pag. 141 : Ritter. ibidem. tom. XLI. pag. i, tom. XLIV. pag. 
349 : cf. IClein-Frickb, Aotomorpbe Functionen, tom. II, (Lipsiae. 1901). 
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siimmas angulonim, qiii in ipsius ^r,p anguli punctis, quje cyclum 
efficiunt, nascuntur, ipsius 2jr aliquotas partes esse neglecta ad op- 
tatum nos deducit.* 

Altera via, cuius autor ill. Poincar^ est,** functiones FucHsia- 
nas exsistere ita probatur, ut hEe funtiones seriebus quibusdam 
convergentibus exprimantur, qu£e via ipsa tum solum ineunda est, si 
polygonum normale 0,,^ in plano BoLYAiano exsistet eiusque anguli 
eis condicionibus, ex quibus coniunctionis G discontinuitas sequitur, 
satisfacient. Posita est in ea cogitatione, qu:e etiam ad proponendas 
qusestiones generaliores magni momenti est : 

Si coniunctionis G FucHsiante polygono ^,,p deterniinatEe substi- 
tutiones serie aliqua electa 



S„, S, , ii, . 



=1), 



designamus et H{ri) rationalem ipsius jy functionem aliquam, quas in 
nuUo plani BoLYAiani loco t} in finito sito infinita est, denotat, series 
infinita 



(I) 



eW = i^(*.,)(^)" 



designante m positivum integrum unitate maiorem numeruni, abso- 
lute et uniformiter convergit ad omnes valores complexos ipsius t^, 
et eis, qui aequationi 
(2) i-+-c»/^ = o 

satisfaciunl et exceptis eis, ad quos ratioualium functionum H\Sv t)) aut 
■■■ ^ aliqua infinitum fit. 



■ Si aagnlonim summ 

exsistere probabitur, iam aa 

■* Acta Matbematica, l 
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111. PoiNCAR^ seriem ( 1 1, quain seriem Theta-FucHsianamJ 
designavit, duabus diversis rationibus convergentem esse probavit; 
utrique commune est id, quo seriei (i) convergentiam a conver- 
gentia seriei 

(3) s(-^r 



dependere demonstratur. 

Prior probandi ratio priecipue ea re nititur, quod planum Bolvai- 
anura S, in quo polygonum 0r./, continetur, in planum Euci.iDEum 2", 
cuius etementum lineare ds sequatione 



(^s = \dt/\— /dp^ -i- dg' 

expressum est, ita conformiter repraesentatur. ut plani if realibus punc- 
tis omnibus plani £" ptincta intra circulum (2i, punctis autem plani ^in 
tn6nitum remotis circuli (2I peripheriae .i-puncta respondeant. Si tum 
e. g. circum punctuni r/, quod intra eam plani SE regionem 0r.p posi- 
tum sit, quae polygono 0r.fi respondet, aliquam partem Co limitatam ] 
esse, quse intra 0r.f tota sita sit, 5ngimus et si omnes regiones Cp, 
qus ex C^ substitutionibus Sv appHcatis prodeunt, delineamus, hsec 
cunciae intra circulum (21 sunl neque ex coniuoctionis G disconti. 
nuitate, aliae alias contegere possunt, itaque tota earum areariim, quie 
e geometria Euclidea mensuratEe sunt, summa, cum minor sit quam 
circuli (21 area, valorem habet finitum ; qua ex re sponte sequittir, 
ut series 13^ convergens sit. 

Altera probandi ratio plani BoLYAiani S mensura sola utitur. Cir- ' 
calonim series C, , C„ . . . ita dehneetur, ut commune iis centrum punc- 
tum f/ = o sit, quorum radii e geometria BoLVA.iana mensurati pro- 
^essione arithraetica crescant. Si C\ seriei (3) eorum terminorum, ad 
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quos // intra 0^.^ delecto puncta Sv t) in annulo a C„- 
sunt sita, suinma est, 

K 



el C„ liniitato 



U„<- 



» 



esse patet, ubi K constans definita, p autem circuli G radius est, 
unde sequitur, ut series (3) rapidius convergat quani series geo- 
metrica 

K 



y ^ 



Ex eadem probandi ratione realibus 6/ + 2r — 6 parametris, qui polv- 
gonum 0r.p signatura data determinant, intra fines quosdam variatis, 
seriem (i), cum ad illos paramelros uniformiter convergens sit, con- 
tinuam eorum functionem esse cognoscitur. 

Itaque series (1) ad eos ^/-valores, qui plani BoLVAiani punctis 
realibus correspondent, id est quae inBequationi 

I + Cip) > o 

satisfaciunt, monogeneam et uniformem ipsius // functionem, quje intia 
polygonum 0r.p in tinilo loconim numero solo seque ac functio ratio- 
nalis infinita fit, exprimit; ad quam functionem plant S punctorum 
in infinitum remotorum, id est eorum valorum, qui aequationi [2) 
satisfaciunt, universitas finis naturalis est. Eandein seriem (i) ad 
;/-valores, qui inEequationi 

1 H- cijtj <: o 

satisfaciunt, uniforraem functionem, cui valores, qui aequationi (2) satis- 
fecerunt, finem naturalem constituunt, exprimere in nostris sequenti- 
bus deliberationibus non respiciendiim est; quidquid id est inter has 
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duas ftinctiones, quamvis una eademque expressione analytica expri- ' 
mantur, nullain cohaerentiam analyticam esse tantum constat. Itaque 
omnibus ceteris rebus omissis ei functioni serie d) ad realia plani 
BoLYAiani puncta definitae, quae functio Theta-FucHsiana de- 
sijfoatur, operam demiis. 

Qiiam functionem iequationi functionali 



(4) 



eiSj„f] = 






00/1 



satisfacere manifestum est, ita ut talium functionum Theta-FucHsia- 
nanim diversis functionibus rationalibus //{t/] eodem autem numero 
m formatarum rationalis homogenea forma gradus o non mutetur, 
si ad 1/ coniunctionis FucHsianie G substitutio appHcata erit, quae 
forma, cum intra 0r,f in finito locorum numero aeque ac rationalis 
ftinctio infinita fiat, functionem FucHsianam ad 0r.fi pertinentem ex- 
primit. Talem functionem quamque earum duabus 

inter quas asquatione algebraica F{z, i) = o generis p relatio est, ra- 
tionalitet exprimi posse patet. 

Si I 

z = u-^v t' — I, t = x-^-y ^ — i 
pooimus duabusipsiusf/ functionibits 2, t in spatio Euclioeo iu, v,Xyy\ 
cui quattuor dimensiones sunt, duarum dimensionum 2^H- l-pliciter 
connexara varietatem Fr.p selectam habemus, quae in r punctis, 
polygoni 0r.f angulis correspondentibus, irematibus affecta est. Quae 
varietas iuxta curvas ipsius ^r.p lateribus correspondentes secta in 
simpHciter connexam varietatem vertitur, quas ad polygonum 0,.^ ho- 
mceomelrica esse ^-idetur. Si Fr.p in compiexas variabilis z reprse- 
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sentationis planiim proiicimus, solita superficies RiEMANNiana, quae 
ad ipsius z algebraicam functionem t pertinet et qute in r locis, 
polygoni ^r.p anguli punctis correspondentibus, treraatibus affecta 
est, prodit. 

Priore problemate ita peracto duabus functionibus 2 = ^(7/), 
t=y/[ff) polygoni 0r.p mutationem in varietatem in se ipsam redeun- 
tem et r trematibus affectam, qua; mutatfo in paragraplio II. e situs 
analysi continua ipsius 0r,p deformatione et coniugatis lateribus con- 
glutinatis effecta est, re vera ita factara esse dicere possumus, ut va- 
rietas orta, aut exactius ei correspondens et sinipliciter connexa, po- 
lygono fpr.f, non modo honio2omorpha sed etiara honioeonietrica sit. 



V. 



DE ALTERO PHOBLEMATE TRACTANDO. 



Qua in re nobis e 2;S-hi-piiciter connexa et in se ipsara rede- 
unte varietate, cuius duae dimensiones sunt, quseque in r locis «i, . . ., «r 
trematibus est affecta, ita ut tremati cuique certus et integer nume- 
rus assignatus sit, proficiscendum est. Eas buius varietatis Fp loci func- 
tiones, quae uniformes et monogenese sunt, earura duabus z, t via 
rationali exprimi possunt, cum z t\. t algebraica sequatione F\z,t) = o 
generis p coniungantur. Algebraica functio t ipsius z superficiem 
RiEMANNianam per EucLiOEum s-planum extensam, quae varietati 
Fp data; homceometrica est, definit, Si non a varietate in se ipsam 
redeunte, sed ab aequalione F{z, t) = o algebraica, quae generis / 
inter duas variabiles s, / est, proficisciraur, in superficie RiEMAlwiana 
/fp efficienda, quae supra z-planum Euclideuui extensa est et quae 
nexum functionis algebraicae t exprimit, nuUa difficultate implicamur. 
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Quam 2/H-l-pIicitei connexae varietati in se ipsaiii redeunti e. 
snperficiei normali BoiSManae homoeomorpham esse, ex iis re- 
bus, qnas in Nr. I. inquisi\-imus, perspicuum est, num autem K^ e. 
g. ad norroalem superficiem BoiYAianam homoeometrice referri 
possit, nondum diindicatum est.* Quam ob rem alteri probleniati 
formam induentes, a superficie RiEMANNiana supra EucLiDEum pla- 
Diun complexie t-ariabilis z extensa et 2^-f-i-pliclter connexa, quae 
algebraicam ipsius z fiinctionem / definit, primo proficiscamur, deinde 
postqnam banc superficiein r trematibus, qua; locis 

z = at, t=bk (i— i.a.- 



i 



aCiecta snnt, io Rr.p vertimus et tremati cuique [ak, bk) numerum 
integnun gi assignavimus, num simpliciter connexa superficies Rr.p, 
qnae ex R,_p sectionibus apte electis prodit, ad polygonum 0r.p 
signatnrse \p, r, ffi, . . ., gr) normalem homoeometrice referri possit, 
qnxramus. Ex analysi baec quaestio sic proponi potest: 

Nobis, ut polygonum normale 0r.p definiatur, fieri posse suppo- 
neotibus, if=p-^q ^ — i lequationis differentio-difierentialis 

rf-V 



lll 



- = q[z,t\y 



integralium ratio delinitur, in qua a^quatione q\z,t) variahilium .s, 4 
squatione generis p 

(2( FiZ, t) = Q, 

qua: data putanda est, coniunctarum, functionem rationalem denotat. 
Quam ad funciionem rationalem detenninandam qusestionibus datis 
icf. Nr. in.l offeruntur hse condiciones : Aequatio differential 



• C(. Poiiic*»tt, Joiiinitl Ae Maihrfmiiiiquea (Lioi 
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(l) est classis FucHsianas, id est eius integralia nusquam indefioita, 
ffiquationum fimdamentalium et determinantium, quae singulariuni 
punctorum {at, dt) sunt, radicum differentiis sunt valores — , ad 
omnia cetera loca {z, t) integralium ratio i) regulariter se habet, id 
est in superficie Rp uniformis, finita, continua est. Generaliter hae 
condiciones solae ad q{z,t] plane definienduni non sufficiunt, sed 
constantiura, quae algebraice definiri non possunt et quje cuni claro, 
Klein parametros accessorios nominamus, numerus quidam 
rehnquitur. Solum si/>=o, r = j, est, parametrorum accessoriorum 
numerus evanescit, in quo casu hoc probiema revera Nr, IV. con- 
siderationibus peractum est; idem pertinet ad casus 5., 6., Nr. III., 
in quibus, quamquam accessorii parametri apparent, functionum elhp- 
ticarum theoria ipsa, quomodo definienda sint, indicat. Nihilo secius 
casus hoc modo peracti, in quibus polygonum nomiale 0r.p in plano 
RtEMANNiano aut Eucudeo situm est, id est in quibus numerus 



2i 

t-i ** 



-(2/ + /-) 



posidvus est aut evanescit, in sequentes considerationes veUni inii- 
ciantur. 

Ubi q[z,t) ex condicionibus, quas qujestionibus datis offeruntur 
electum est, aequatio differentiaHs (l) appellatur noruialis ieqna- 
tio.* Omnes iequationes differentiales (il, quie diversis accessorio- 
rum parametrorum valoribus differunt, typo amplectiinur, ita ut hoc 
problema nihil ahud sit atque: 

num in aequatione differentio-differentiali (i) parametri ac- 
cessorii ita definiri possint, ut proiectivarum substitutioDUm, 
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quas integralium ratio // subit, ubi punctum (z. /) omnes cur- 
sus in se ipsos redeuntes in superficie RiEMANNiana percurrit,, 1 
coniunctio* e meris translationibus plani P, quod problematis ] 
signatura ad suam naturam definitum est, composita sit? 
Quam rem ut in universuni peragamus, compluribus methodia, I 
quas singillatim paucis describamiis, uti possumus. 
I. De continuitatis methodo.** 
Si supponimus in normali polygono solum ea data, quae proble- 
matis signaturam determinant, constituta esse, id est igitur numeros 
;>!''. ^i )-■■- ^r neque superficiem RiEMANNianam Rp, sive Eequatio- 
nem algebraicam (2!, neque trematum positionem («*, <^*), cofif&ciens 
q[z, £) etiam ab realium paramelrorum numero N quodam dependet 
Quorum parametrorum valorum systemate omni varietatis M punc- 
lum significetur, ita ut signatura data, omnis *equationum differen- 
tialium ( i ) typus huius varietalis puncto correspondeat. Qua cum 
varietate M eam My, qua; in Nr. III. ea re definita erat, quod omne 
punctum ipsius Mv polygono norniali ^t.p, cuius signatura est 
{p, r, g,, . . ., gr) correspondet, si conferimus, ex anlecedentis para-| 
graphi rV. fructibus omni puncto ipsius Mv punctum ipsius M proboj 
deterniinatum correspondere dici possumus. 

Cum autem theorema,*** intra sequationum differentialium (l)J 
typum unam iequationem unicam, cuius monodromise coniunctio e 
meris plani P iranslationibus composita est, exsistere posse valeat, 
ipsius M puncio unum ipsius Mv punctum unicum correspondel. 
Quoniam in Nr. III. varietatem M, in se ipsam redeuntem esse co- 
gnovimus, sequltur, ui e contrario omni varietatis M puncto ipsius 
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• Pmncuii I, C- pag. tn squ. , Kmsin. Malhematisch'^ Aimalen, I 
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Mv punctiim correspondeat necesse sit, id est, ut omni Eequationuiii 
differentialium (l) typo polygonum normale 0,,p correspondeat, quam 
ob rem quiestio supra proposita cum affirmatione respondenda est. 

2. De asquationis different ialis Liou viLLEanas ra- 
tione ac via integrationis.* 

Primo 2^ -I- 1 -pliciter connexam varietatem Fp in se ipsam redeun- 
tem, cui dimensiones sunt dua;, e. g. normalem BoLVAianam super- 
ficiem datam esse supponimus; ^, t sint duse unifornies et nionogeneae 
loci in Fp functiones, quae algebraica asquatione F[z^ t)—o coniun- 
guntur. Deinde, si z = «-(-&/ — l statuitur, ipsius Fp elementum 
lineare dS aequatione 

(3) dS' = ^{du'-hdv') 

exprimitur, in qua A ipsorum u, v functionem, quse nota habenda 
est, significat. Varietas Fp in locis 

(4) z = fl*, t~bk 

treraatibus afiecta, superficies F,^p curvis finita prodit, cuius signaturam 
numeris integris^, trematibus («i, bi) assignandis constituimus. Si poly- 
gonum normale 0,_p simpliciter connex<e varietati /",,/, quas ex F,.p 
secta prodit, homceometricum exsistit, plani P, in quo 0,_p situm e.st, 
elementum lineare ds forina 

(5) ds^ — A [du' •+■ dv') 

exprimi posse necesse erit, ubi (cf. Nr. III.) 

C/=IogA 
aequationi LiouviLLEanK 



^i7=-~2ce^, 



et ergo 



, p«. 137—»*'. 
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U=U- Iog^=Iog- 



sequationi differentio-difFerentiali 

16) DU=—2ce^~D\ogA 

satisfacil, in qua aequatione 



statuendum est. Unde sequitur, ut variabilis //, qua ad relationem I 
inter 0r.p et Fr,p homceonietricam pervenimus, linearis aequationig | 
differentio-differential is 

abi 



= q [z, t]y, 



est, tntegralium ratio appareat neque dubium sit, quin differentialis J 
Kquatio (7) sit normalis sequatio, quaiem supra descripsimus. Cum ] 
condiciones supra commemoratse, quibus, ut ex quEestionibus datia 1 
sequitur, g{z t\ subiciendum est, quomodo q[z, t) ad omnia super-^ 
ficiei F,,p loca se habeat, defiuiant, eiedem, quomodo realis functio U I 
realium variabilium «, v se habeat, deBniunt et U per totam super- 
ficiem Fr.p uniforraem et continuam esse atque trematibus (at, 64) 
modo numeris g^ solum determinalo Infinitum fieri patet.* Qua exj 
re** fimctio realis h in superficie Fr.p (trematibus exclusis) uniformiia 
et finita indicari potest, ila ul functio 
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U=U+h = U-\ogA+h 

per totam superficiem Fp finita maneat, quse functio U aequationi 

(9) DU=&e^—0 

satisfacit, ubi 

— — 2ce-*, = D\ogA — Dk 

statutum est. Functiones &, qujestionibus datis sunt definitae, & 
semper a zero difi^ert, — ^ semper finitum babet valorem, integralique 

per superficiem F^ extenso facile est intelligendum* esse hunc va- 
lorem 



,,j.^+,_,_2J_|, 



qui (cf, pag. 30) nihil aliud est, nisi polygoni normalis 0r.p signa- 
turam 

habentis curvatura integra dupla et signo opposito affecta. 

Nunc agitur de investigando, num superficie Fp data, trematibus 
(fl*, 6i) datis, integris numeris g-^ datis, id est igitur functionibus yl, 
&, datis, partiali xquationi differentio-difierentiali (9), functione 
U per totam superficiem J-p in se ipsam redeuntem unifonni et finita, 
satisfieri possit. Quam solutionem exsistere, Picard et Poinxar^, 
viri illustrissimi, diversis rationibus adhibitis probaverunt. 

Nobis non a superficie /^ in se ipsam redeunte, sed ab aequa- 
tione F{z,t) = o generis / proficiscentibus, viis ac rationibus paulo 
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ante expositis inodificandjs opus est. Si enim ponimus J?p esse super^B 
ficiein RiEMANNianam solitam, quae ipsius z functionis algebraicie iM 
ramorum nexum reprassentat, nihil aliud nisi superficiem -F^ norma- 
lem BoLYAianam 2/ -M-pliciter connexam, quae /?p ipsi homceomor- 
pha (non homceometrica) est. e.\sistere supponere possumus, ut qua- 
drato elementi linearis ipsius /^ in universum non fonna (3), sed ge- . 
neralis forma 

dS^ = Edu^ -+- aFdudv -t- Gdv^ 

solum induenda sit, quam ob rera, ut ill. Poincar^ docuit, pro quan^ 
titate X, ratio arearuin infinite parvarum in Euclideo z-plano et 
superficie Fp sibi mutuo respondentium siatuenda est, omnia autem 
cetera non rautentur. 

3. Transformationis iteratas methodus. 

Hkc via ac ralio solum quatenus specialiter fi = o, g^=oo et tre*l 
mata «!,...,«, (quas, cum p = o est, in Euclideo z-plano sita sunt] 
habenda) in circulo sunt, peracta est.* 

Ex geometria investigationibus hoc paragrapho breviter indicatx 
sic inventum est. 

Cum duas varietates, quse ex z/H-i-pliciter connexis varietatibui 
in se ipsas redeuntibus r trematibus selectis ortaa sunt, semper bo-1 
mcEomorphie sint, tamen tum et tum solum sunt horacEpmetricae, 
iis idem polygonum nonnale correspondet. 



* Jounial Tur Malhematik (Crelle). tom. CV. pag. iSi— 133, Haodbncta der Theorie der II 
DinereDtialgleichungen, lom. II, pan II (Lipuc 1898). poK. 166 — 11^: cf. PoiNCAni, Acta MM 
loadc». lom. IV. pag. «83—300. 
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APPLICATIONES. 



Friusquam ad applicationes theoriarum generalium quas antea pau- 
cis indicavimus enumerandas iam transibimus, casus quosdam peculi- 
ares intueamur. 

I. De isogrammate, quod ad aequationem inter duas 
variabiles algebraicam spectat.* 

Quam investigationem incipimus ab eo casu, in quo polygonum 
normale est isogramma (vide pag. 33) generis p^ casu p~o triviali 
neglecto. Ese res quas in paragraphis III. et IV. invenimus, docent: 

aj Ubi isogramma ^p generis p datum est, omnes uniformes 
ipsius 1) functiones, quibus intra ^p rationaliuni functionum vis est, 
quasque in correspondentibus ipsius ^p coniugatorum laterura punc- 
tis eosdem valores assumunt, earum duabus 

z = <f[iii), / = v(v), 

inter quas xquatione algebraica 

F{z, t) = o 

generis p est relatio, via rationali exprimi possunt, isogrammaque 
simpliciter connexas superficiei Rp-, quae ex superficie RiEMANNiana 
Rp, quae ad iequationem F[z, t) = o pertinet, sectionibus apte electis 
prodit, homceometricum est. 

b) Si vice versa, a;quatio algebraica F[z, t)-=o generis ^, sive 



■ PoiNCARi, Aoa Mathematica, 
pag. 141 squ- : Schwaiiz, Commentat 
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eius superficies RiEMANNiana data est, hjec superficies sectionibus 
C», Di apte electis in simpliciter connexam Rp verti potest, quae 
semper isogrammati ^p generis/ homceometrica est. Planum P, in quo 
hoc isogramma exsistit, tantum si / — i est, EucLiDEuni, si />>l est 
semper BoLVAianura planum est. Si p, q plani /*canonicae coordinatEe 
sunt, z, t sunt uniformes et automorphas ipsius // =^ p + q (/ — i func- 
tiones atque, si/ = i est, biperiodicae, sin autem/>-i est, FucHsianse, 
quae functiones nisi ad eos // valores, quibus realia plani P puncta 
correspondent, non exsistunt. 

Primse et secundse speciei etiam integralia, quie ad aequationera 
P{z, t) — o pertinent, sunt unifonnia in t) et cum // substitutionem 
translationum coniunctionis G, quae isogrammatis 0p est, subit, tale 
integrale periodicitatis modulo augetur. 

Via ac ratio indicata variabiles xquatione generis p coniunctas 
in casu, quo p — i est, in forma nota uniformium et biperiodicarum 
integralis prima; speciei functionum sistit, quam ob rem barum varia- 
bihum reprajsentationem, quam eadem via ac ratione, si^^-i est, 
functionum FucHsianaruni ope adipiscimur, pro genuina reprassen- 
tationis, si/* = i est, not^ generalisatione habere possumus. 

cj S\G{zt, tt)=o aequalionem denotat, qua? ex jequalione F{z,t)—o 
birationali via transformata prodit, ita, ut una cum P\z, t) = Q eiusdera 
classis sit, ut ill, Riemann sensit, isogramma ^, ad utramque Eequatio- 
nem idem est et e contrario, dua^ sequationes, quibus idem isogramma 
correspondet birationaU transformatione altera in alteram mutari pos- 
sunt, ut ea data, quibusisogramma definitur, sint classis invarian- 
tes. Cum isogramma generis p, si />! est, a bp — 6 realibus id est a J 
Ip — 3 complexis parametris quibus definitur dependeat, hic parametri, 
qui ab illo. RrEMANN dicuntur classis moduli, cogitari possunt. Si ! 

\ est, unum babemus modulum, periodorum rationem r(cf. Nr. III.). 
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Quibus ex geometria perlustratis, duas superficies RiEMANNianas 
2/-f-i-pliciter connexas sive, ut magis in universum loquamur, 3^+1- 
pliciter connexas varietates duarum dimensionum in se ipsas rede- 
untes tum et tum solum homoeometricas esse, si iis idem isogramma 
correspondet, numerumque condicionum, quibus satisfaciendum sit, 
6/ — 6 esse (si/>l), et homoeometricas superficies RiEMANNianas 
sive varietates in se ipsas redeuntes semper birationali transforma- 
tione aliam in aliam transduci posse dicimus. 

Isogrammate, quod ad algebraicam sequationem duaium variabi- 
lium pertinet, classis modulos maxime illustrari videmus. Qute cogi- 
tandi ratio quos fructus algebraicarum functionum theorias produxerit 
ut cognoscatur, sufficiat monstrare itlum. Poincar^ primum isogram- 
matis ope hoc theorema subtiliter probavisse,* sequationem algebrai- 
cara, cuius genus p~>\ est, finito birationalium transformationum nu- 
mero solo in se ipsum transferri posse; unde iam sequitur hoc theo- 
rema: Bequationem differentialem primi ordinis ramificationis puncta 
fixa habentera, semper algebraicis operationibus integrari posse, si 
algebraicse relationis inter dependentem variabilera et eius derivatam 
genus est maius unitate. 

Birationales transformationes ese, quibus adhibitis algebraica asquatio 
F[z, t)=-0 in se ipsam redditur, isogrammatis qualitatibus inorpho- 
logicis plane illustrantur; e. g. aquatio hyperelHptica breviter ea re 
describitur, quod 2p hyperbolicarum (tum solum parabolicarum, si 
p = l est] substitutionum, quibus latera isogrammatis congruentia ad 
se transferuntur, axis uno puncto secantur.** 



* Acla Hathematica. tom. VII. pag. i squ, 
** Stoiifp, Tbeses (Pansits, 1888} pag. 43. 
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Prseterea applicationes ad ABBLianarum integralium theoriam clar. 
HuuBERT docuit> 

3. De principio, qitod ill. Poincar^ proposuit.** 
Si yi,...,ym monogenearum complexai variabilis z functionum 
systema denotat, quse functiones ad puncta omnia RiEMANNianie super- 
ficiei Rp, qUEe ad iequationem algebraicam 

F [z, i} = o 
pertinet, finito numero singularium punctorum 

z = ai, t = bi (*— 1. j, . ,,»1 

excepto, uniformes sunt, horum singularium punctorura cuique inte- 
ger numenis g^ hunc in modum assignetur. Si functionum yx,...,yn 
eorum ramorum, qui puncto [uk, hi\ nexum habent, numerus finitus 
tsi, jf, huic numero jequalis eligatur, aliter sit g^ = oo. Si super- 
ficiem fif in locis [at, f>t* trematibus affectum esse, numero g^ au- 
tem correspondente tremati cuique assignato polygonura normale 
^r.f , quod simpliciter connexK superficiei Rrj, homoeometricum sit, de- 
tiDeatum esse fingiraus, ut ^i, . . ., ^«i ita 2 et ^ ipsa functiones ipsius 
^ = p-t-<iV — I uniformes apparent, si p, q coordinatas canonicas 
in plano, quod polygonum 0r.f contineat, designant, ita ut functio- 
ualis relatio inter ^i, . ..,^n et {z, t) variabiH t/ au.\iHaria introducta 
Qnifonnetur. H»fc cogitandi racio PoiNCAREianum principium appella- 
tar, E. g. yt,...,y^ homogenex et Hnearis xquationis differentialis 
«-d ordims systematis fundaraentaHs elementa denotare fieri possunt, 
cains coCfficientes sunt rationales ipsorum {z, t) functiones. 

Tnm ad ipsonim fi, r, g^ valorum systemala, quje casibus 5. — 10., 



■ JoatMl de HftditeariqnM (t^ouvitle). sehes IV. lom. III. p*g 337^404- 
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Nr. III. correspondent, aequatio differentialis linearis, de qua agitur, 
talis est, ut auxiliaria variabili */ introducta eius cofifEcientes unifor- 
mes et biperiodicas ipsius t^ functiones fiant. Quam ob rem nota 
ratio ac via sequationem differentialem LAM^ianam et magis in uni- 
versum Eequationem differentialem quas dicltur PiCARoiana integrandi, 
specialis casus in generalem rationem supra indicatam, linearem agqua- 
tionem differentialem algebraicos cofifficientes habentem integrandi 
continetur. 

Sit data honiogenea et linearis differentialis sequatio «-ti ordinis 



i^) 






d"- 

' dz" 



hp„y = o, 



coefficientes in z rationales habens, quas classis FucHsiana; est cu- 
iusque integralia in Euclidei 2-plani punctis a,, . . ., a^ nexum dant 
et porro rti, . , ., rtn Eequationum fundamentalium et determinantium, 
ptinctis z=:ai correspondentiuni, radices sint. Si omnia r*[,...,ri„ 
sunt rationales numeri et in integralibus circuin at explicandis loga- 
rithmi non apparent, numerus ^,, generali denominatori ipsorum 
rti, . . ., Tkn iequalis, in omnibus ceteris casibus autem infinite magnus 
est eligendus. Norraali polvgono tpr.o signaturam {o, r, g,, . . ., gr) ha- 
benti, quod z-plano sectionibus 

(a,, ar), .. ., (a,— I, a,) 

apte electis in simpHciter connexam superficiem Fr, a mutato ac tre- 
matibus a,y...,ar numeris gi,...,gr instructo homceometricum est. 
quod itaque in hoc casu ruta sit, delineato, iy = pH-q ^ — i, ubi p, q 
canonicas plani polygonum cPr.o continentis coordinatEe sunt, variabi- 
lem independentem introducimus, unde sequitur, ut z uniformis et 
automorpha ipsius /; functio fiat et elementa aequationis [A) systematis 
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fundamentalis ^t > • • •i>'i simul in uniformes ipsius t^ functiones 

yk^^fki'}) (*-'■» — "1 

mutentur, quse sunt tales ut, si j/ translationum coniunctionis G, quae 
polygono 0r.o definitur, substitutionem ^v subit, functionesjy,, . . .,^„ 
a*quationis differentialis [A) monodromiEe coniunctionis S horaoge- 
neam et linearera substitntionem 7V subeant. Quae uniformes func- 
tiones ^ftirf), quas ill. Poinxar^ Zela-FucHsianas appellavit, si 
polygonum 0r,o in BoLYAiano plano exsistit et si ri,, . . ., /-*« cuncta 
realia sunt, seriebus 

m l-^rms.n){^)' (-... ... 

serie quadam Theta-FocHsiana divisis expriini possuut,* ubi Mi i • • • i ffn 
rationales ipsius ij functiones denotant et m positivus et integer nu- 
merus satis magnus est. Series [B) convergentes esse ill. PoiNCARfi, 
qui has series Zeta-FucHsianas appellavit, consideralionibus, 
quEE in plano Boi.YAiano metiendo nituntur, adhibitis probavit.** 

3. De problemate RiEMANNiano ad linearium Kqua- 
tionum differen tialium theoriam proposito. 

Functiones Zeta-FuCHsianffi in casibus quibusdam prxsto sunt ad 
solvendam qusestionem ex quse ill.RiEMANN in fragmeuto postumo*** 
linearium asqualioniim differentialium tbeoriam asdificare conatus est, 
quamquara eam solvi posse non probavit, Ex hac qusestione systeraa 
coraplexse variabilis z functionum, quse prEescriptis quibusdam sin- 
gularibus punctis «1, ..., a, exceptis undique uniformes, finits, con- 
tinux sunt, in punctis ipsis autem haud indefinitae fiunt ac sinml 



■ PoiHMni. Acta Hatheniatici. tom. V. pag 257. 
-■ Open roatbenwtiu (Ljpsix. 1890) pag 379 «qu. 
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praescriptas homogeneas lineares substitutiones -4i , . . . , Ar^i variabili 
2r sectiones (ai, ar), . . .| (^r-n ^r) directione positiva servata semel 
transgressa subeunt, indicetur. Serierum Zeta-FucHsianarum ope hoc 
problema solvi posse auctor ea condicione probavit,"*^ si substitutio- 
num Ajf . . ., Ar-i et 

jn.r — jn. X . • • ^oLr — z 



aequationum fundamentalium radicum valor absolutus unitati aequa- 
lis est. 

Scriptum aestate anni MDCCCCII. 



* Cf. lournal fur Mathematik (Crelle), toin. 123, pag. 138 squ. 
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Acutlssimi illi mathematici, Bolyaj pater et filius et Lobatschefs- 
KIJ, a quibus geometria ab undecimo axiomate Euclideo non depen- 
dens stabilita est, quamquam etC rationes, a quibus exorsi sunt, et 
methodi, quibus utebantur, geometricie erant, geometriae systemate 
mutato mechanicam analyticam quoque, quin etiam totam physicam 
mathematicam novis rationibus accommodandas esse iam perspe- 
xerunt. 

LoBATSCHEFSKiJ ii) opere, quod inscribitur : Geometriae prima 
elementa (1829), cum paucis indicavit, quantum geometria ima- 
ginaria ad mechanicam analyticam valeat, tum qu^stionem movit, 
utrum ex parallaxibus stellarum fixarum axioraa EucLiDEura de 
lineis parallelis verum esse necne diiudicari possit, et astronomo- 
rum mensuras, quatenus eorum observationes accuratae esse pos- 
sent, a georaetria EucLiDEa nihil abhorrere invenit. Nuper (1900} 
ScHWARZSCHiLD, vir clarissimus, hanc rem distributionera stellarum 
fixarum respiciens tetigit; idem astronomos non habere, quod geo- 
metrije EucLlDEa;, ut cum Schweikarto (i8i8) dicam, geometriam 
astralem anteponerent, demonstravit. 

Item WoLFGANGUS BoLYAi rationes astronoraicas adhibuit, cum in 
opere Generalis conspectus georaetriae, quo Tentaminis 
primus tomus (1832) finitur, hunc in modum dicit : <Aliud est si res 
non a priori sed quoad praxim consideretur et, pro data ab, rectae 
ac, donec adhuc secet rectam bb, angulus a posteriori raensuretur: 
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neinpe tum saltem a posteriori constabit u a recto, pro tantis lineis 
quas nobis tentare licet, haud raultum differre. Sed quid si db usque 
ad Sirium protenderetur, aut ulterius? Utcunque sit, tempus ab 
aetemo connata spatii soror, ei auxilio venit, et quura motus corpo- 
rura coelestium calculis u=.R posito innixis conveniant, pro omni 
mensurationura nostrarum sphaera, in praxi eidem suppositioni tuto 
conquiescere monet.» 

In opere, quod inscribitur Scientia spatii absolute vera 
(1832), loANNES BoLYAi, Wolfgaugi fiHus, ad cuius diem natalera 
centenarium celebrandum hic libellus scriptus est, eam qujestionera 
neglexit. Idem in commentatione Germanice scripta, quam 1835 or- 
tam esse putamus quaeque recenti tempore inter scripta, quse reli- 
quit, inventa est, geometria absoluta adhibita mechanicam quoque 
constitui posse docuit. Quam rem amplius tractavit, ubi de opere 
GeometrischeUntersuchungen zurTheorie der Paral- 
lellinien, quod Lobatschefskij 1840 edidit, iudiclum fert, de quo 
iudicio paulo ante KOrschAk, vir clarissimus, et ipse quoque rettu- 
linius, Cum mensuris terrestribus, ut ait Bolyai, fieri non possit, ut 
inter georaetriara EucLiDEam et absolutam diiudicetur, differentia 
utendum esse, quse in calculis oriatur, si planetarum loci primo ea 
conditione ad calculos vocentur, ut trianguli angulorum summa duos 
rectos efficiat et duorura corporum vis attractiva reciproca propor- 
tione esse ponatur superficiei sphjericEe, cuius radius duorum corpo- 
rura coelestiura distantije asqualis sit, porro si deinde calcuh angulo- 
rum sumraa magis magisque a duobus rectis discedente repetantur. 
Quodsi in differentia quadam planetarum motus cum raotu calculis 
eflecto convenire desinat, crescente autera differentia abhorrere non 
desinat, iure ac merito angulorum summam minus quara poneretur 
a duobus rectis differre concludi posse. 
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lucundiiin est cognoscere planets motum circa corpus centrale 
a KiLLiNGio, viro clarissimo, qui eandem attractionis legem atque 
loANNES BoiYAi posuit, tractatum esse (1885J; qui probavit motum 
ut in spatio Euclideo lege NEWTONiana posita ita in spatio abso- 
luto curvis secundi ordinis contineri et ad normam legum legibus 
KEPLERianis similiuin dirigi. Eadem attractionis lege, quam Ioannem 
BoLYAi invenisse valde admirandum est, ei mathematici usi sunt, 
qui de tiieoria functionis potentialis ad spatium absolutum extensse 
scripserunt; quain rein postea pluribus verbis tractabimus. 

Miiltum tempus consumptum esse, priusquam ea, quae Loba- 
TSCHEFSKiJ et Ioannes BoLVAi dc geometriBe principiis invenerant, 
a inatheinaticis comprobarentur, constat. Quam ob rein etiam phis 
lemporis intercessisse, priusquam geometrae varietatum, quae com- 
pluribus dimensionibus fruuntiir, mechanicam attingere auderent, 
mirum non est. Tamen non sine causa Lipschitz, vir illustrissimus, 
dixit (1873), eiusmodi disquisitiones revera satis antiquas esse, quippe 
quanim principia Mec hanica anal y tica, cuius auctor LAGitANGE 
(1788} sit, iam contineri videantur. Constat eniin inagna pars me- 
chanicas analyticse, eaque quse permagni momenti est, in eis inotibus 
investigandis, in quibus positio systematis corporum valoribus va- 
riabihum quarumdam independentium definitur, quarum numerus 
finitus est. Ut eiusmodi systematis raotus ad iequationes differentiales 
revocetur, viris vivse et laboris virtuahs expressiones formari satis 
esse Lagrange demonstravit. Qui labor virtualis est variabihum illa- 
rum fornia differentialis lineaiis, cuius coefficientes significant vires 
generahssiino sensu acceptas; illa vis est forina differentiahs quadra- 
tica quadrato temporis differentialis duplici divisa. Quae forraa diffe- 
rentialis quadratica cum elementi Hnearis quadratum haberi possit 
varietatis cuiusdani tot dimensiones habentis, quot variabiles sunt, 



sive, ut geonietranim anglicoriiin more dici solet, dimensionum nu- 
merum parem libertalibus svstematis, adducimur, ut statuamus syste- 
matis motum, quein modo contemplati sumus, Eequivalentem esse 
motui puncti singularis, quod in spatio complurium dimensionum vaga- 
tur operantibus viribus, quas laboris virtualis expressio producit. Quae 
sequivalentia in eo consistit, quod sequationes difTerentiales, quibus 
motus puncti paret, eaedem sunt atque sequationes differentiales, 
quibus motus systematis obtemperat. 

Quae dixi ut exemplis illustreni, problema trium corporura astro- 
nomicum problemati motus puncti singularis, quod in spatio no- 
vem dimensionum promovetur, asquivalens est. Porro gravidi turbi- 
nis sphEcrici motum iequivalentem esse motui puncti singularis, quod 
in spatio sphjerico triuin dimensionum idoneis viribus operantibus 
vagatur, F. Klein et Sommerfeld, viri clarissimi, (18981 demonstra- 
verunt. Si MAXWELLium (1873) et I. I. THOMSONcra fr888\ viros 
clarissimos, auctores secuti sequationes LAGRANGEianas parametris 
elasticis, electricis, magneticis, thermicis, cheraicis adhibitis in omni- 
bus physicae mathematicse generibus valere dicamus, eiusmodi iequi- 
valentiarum numerus multo raaior est ; quam rationem probantes ad 
■ mechanicorum modellorura» notionem, quam cum alii tum Boltz- 
MANN, vir clarissimus, stabilivenint, perveniamus. 

Aequationes difierentiales, quas Lagrange proposuit, eo modo 
concipi posse, ut eis raotus puncti in spatio complurium diraensio- 
num vagantis dirigatur, iam docuit Iacobi in lectionibus, quas per 
sex menses anni 1842 — 43 habuit, quamquam in problematis pecu- 
liaribus substitit; quod eius meritum multis annis post innotuit, post- 
quam Clebsch has lectiones anno 1866 edidit; quam rationera Iacobi 
a coordinatarum ellipticarura generalium notione profectus invenisse 
mihi videtur, quse ab eo anno 1839 publici iuris facta erat. Neque 
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multum afuit, quin Liouville (1850, 1856) et Minding (1864) a;qua- 
tiones LAGRANGEanas stmili modo interpretarentiir. 

Postquani Beltrami (1869) varietatum, quae compluribus dimen- 
sionibus fruuntur, lineas geodaaticas simili ratione inveniri posse osten- 
dit, qua in inveniendis lineis geodseticis superficierum curvarum geo- 
raetrje usi erant, Lipschitz, vir acutissimus, anno 1 872, quomodo 
pro motu systematis finiti libertatum gradus compotis considerari 
posset motus «puncti reprsesentantis», quod operantibus viribus, quse 
laboris virtnaiis expressione continentiir, promovetur in varietate 
complurium dimensionum determinata viris vivEe expressione, ex- 
posuit. Disquisitiones, quas Beltrami et Lipschitz instituerant, a no- 
vis rationibus proiectus et diversa addens Darboux, vir illustrissi- 
mus, anno 1889 denuo explicavit. 

Quamquam quam fertilis esset hffic methodus, mathematici non 
ignorabant — id quod prsecipue in problematum dynamicorum «Eequi- 
valentia analytica» disquirenda et in theoria ■grupparum transforma- 
tionum», cuius auctor est Sophus Lie, ad mechanicam abhibenda 
apparet, qnod testantur disquisitiones a viro clarissimo Painlev^ et 
a me ipso (iSqi — 1897) institutae — hse rationes tamen a plurimis 
geometris non prius acceptse sunt, quam Hertz opere Principien 
der Mechanik I1894) effecit, ut victrices evaderent. 

Unicuique systematis configurationi punctum varietatis supra 
commemoratse respondet. Quomodo autem systema, si hac con- 
figuratione dispositum est, se habeat describenti velocitates, quarum 
eius partes compotes sunt, novisse necesse est; quam ad rem cog- 
noscendam variabilium independentium differentialia tempore diffe- 
rentiali effecta sive velocitatis coordinatas invenisse sat est. Sed 
commodum est pro his velocitatis coordinatis valores linearium quo- 
rundam aggregatorum indicari, quEe ex differentiatione viris vivse 
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respectis velocitatis coordinatis prodeunt; qitse aggregata nuper ira- 
pulsus coordinatte appellata sunt. Itaque qui sit systematis habitus, 
qui et partium singularium sitii et velocitate eanim definitur, puncto 
varietatis, cuius nunierus dimensionura dupto maior est numero liber- 
tatum, repriesenlatur. Quod punctum repraesentans, quo Poincar^, 
vir illustrissimus, in problemate trium corporuni disquirendo iani 
(1890) usus erat, etiam ad theoriam caloris mechanicam excolendam 
raultum valuit, cui investigationi BoLTZMANNii, viri iUustrissimi, ves- 
tigia secuti Zermelo (1900) et J. W. Gibbs (1902I, viri clarissimi, 
operam dederunl. Mentione etiara dignum est, eisdem lequationibus 
differentialibus, quae inter situs et irapulsus coordinatas sunt, fluidt 
incompressibilis, quod in illa varietate reprassentante continetur, mo- 
tum dirigi; qua; res in operibus auctorum quas modo commemoravi 
insignera locura obtinet. 

Neque vero de punctorum solum reprEesentantium motibus dis- 
putatum esl. sed etiam geometrae ea libertate, quam suo iure sibi 
vindicant, usi varietatum, quse corapluribus dimensiouibus fruuntur, 
mechanicam dignam esse, quse per se ipsa investigarelur, ludica- 
verunt. 

A varietate igitur complurium dimensionum profecti, cuius ele- 
mentura lineare radix quadratica forma^ datae quadratica; differentialis 
est, primum puncti, quod in illa varietate operantibus viribus datis 
proraovetur, motum investigaverunt; qui niotus Eequationibus diffe- 
rentialibus LAGBANGEanis dirigitur. Deinde exorta est quEestio, num 
eliain theoria motus svsteraatum rigidorum seu solidorum, quam 
d'Alembert et Euler stabiliverOnt, ad varietates complurium dinien- 
sionuni applicari posset; qua in re initio a cinematica capto ad sta- 
ticam et cineticam progrediendum est. Sed exemplum superficierum 
curvanim ducet, ad varietates complurium dimensionum, nisi condi- 
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tioaibus quibusdani satisfaciunt, cinematicam syslematum rigidorum 
non posse adhiberi; quibtis conditionibus efficitur, ut systemata quae- 
dam rigida in illa varietate aut libere aut intra terminos aliquos tno- 
veri possint. Campus magnus disquisitionura pulcherrimarum patet 
geometris varietates contemplantibus, in quas cinematica qusedam 
cadit. Quae disquisitiones eo iucundiores sunt, quod theorise «gnip- 
parura transforniationum» adhibendas facultatem dant, quoniam varie- 
tates, de quibus agitur, eae ipsse sunt, quarum elementa Hnearia 
gruppis continuis transformationum in se ipsa mutantur. Mauricium 
L^VY, virum clarissimum (1878), cuius formularum non parva pars 
iam in commentatione invenitur, quam Massieu ii86i) edidit, secuti 
recentibus temporibus viri clarissimi Cerruti (1895), Bianchi (1897), 
Ricci (1898), CoTTON {1899), Bempohand (1899I, Davisson (1900), 
Levi-Civita una cum Ricci (1901) hanc rem ita tractaverunt, ut dis- 
quisitio varietatum trium dimensionum, quEe qiiidem ad reales varia- 
biles pertineat, perfecta esse videatur. 

Insignem in cinematica systematum rigidorum locum obtinent 
varietates, quse constanti curvaturae mensura fruuntur, cum in eis 
systeraata qusetibet rigida libere promoveri possint; qua proprietate 
varietates illas definiri ex disquisitionibus apparet, quas Helmhoitz 
(l866, 1868I et SoPHUS LiE (1886, 1893) instimenmt. Hinc e.xpHcari 
mihi videtur, quod usque ad hunc diem geometrse in disquirendis 
motibus systematum rigidonim, quae varietatibus curvatura constanti 
fruentibus continentur, onine studium posuerunt; varietatum enira 
EucLiDEarum curvatura, quippe quie evanescat, constans haberi de- 
bet. De quibus disquisitionibus infra fiisius agendum erit. 

Postquani exposuimus, quae varietatiira compluribus dimensionibus 
frnentium mechanica sit, qusestiones singulas, quibus geometrae operam 
dedenint, tractandse sunt. Atque primum de eis disquisitionibus aga- 
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tur, quae ad iiiotum puncti singularis vel conipluriuin punctoruin, 
deinde de eis, qua; ad inotum systematum rigidorum pertinent. Cuni 
illic varietatura, in quibus puncta vagantur, natura admodum varia 
sit, hic nullse varietates nisi curvatura constanti fruenles adhuc a 
georaetris disceptata; sunt. Appendicis loco nonnullfe disquisitiones 
enumerentur, quse ad systematum deformabilium theoriam spectant. 

Qujestionem de niotu puncti propositam, quod e centro fi.xo ea 
vi attrahitur. quje distantias centralis functio est, BlNET I1837I a tri- 
bus ad quemlibet dimensionum numenim extendit; quam rem vir 
clarissimus Combescure uSSi) ipse quoque tetigit. Tum Schehing 
{1873I qusesivit, quomodo res se habeat, si vis non solum a distantia 
centrali, sed etiam a puncti velocitate dependeat, atque Ebert, vir 
clarissimus, (1902) de motu coinplurium punctorum se invicem attra- 
hentium disseruit. Planetarum orbitas in spatiis curvaturx constantis 
vagantiura \iri illustrissinii Lipschitz ^18731, CAyLRV I18731. Killing 
(1885) conteniplati sunt atque Phragm^n, vir clarissimiis, I1890) theo- 
remata qujedam a clarissimo viro PoiNCARfi de trium corporum imn- 
cem attrahentium motu in spatio Euci.ideo proposita eadem via per- 
secutus est. Alias quasdam qua;stiones de motu puncti in varietate 
curvaturae constantis promoti da Francesco (1898) tractavit, qui 
mechanicse elementaris cursum ad hoc genus mechanicae generalis 
transferre conatus est. 

Ad motuin in spatio Euclideo complurium dimensionum disqui- 
rendum non sine fructu adhibentur coordinata; ellipticje generales, 
quarura theoriam Iacobi (18391 e.\plicavit ; quas adhibentes siepe ad 
integrationem ajquationis differentialis HAMiLToNiana; pervenimus, 
quippe quje eo modo variabilibus separatis ad quadraturas reducatur. 
Quam rationem H.«denkamp (1841), ScHLi«FLi '18521, Rosochatius 
(1877), RuDio, vir clarissimiis, (18981 accuratius persecuti sunt. Ele- 
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mentoruui lineariuin formas generaliores, quarum ope integratio var- 
riabilibus separatis effici possit, Liouville (1849) et auctor (1891! 
indicaverunt. Neque silentio praetereundus videtur vir clarissimus 
Darboux, qui i8g8 in spatio Euclideo coniplurium dimensionum 
pro superficiebus secundi ordinis confocalibus, qu£e coordinatas ellip- 
ticas prjebent, cyclides confocales adhibuit. A disquisitionibus, quas 
Weierstrass (i866) et vir clarissiraus Staude 11887) instituerant, pro- 
fectus equidem (1891, 1900) investigavi, quomodo in classe proble- 
roatum dynamicorum a me anno 1891 detecta variabiles a tempore 
dependeant. Qua in re functiones queedam complurium variabilium 
exstiterunt compluribus periodis fruentes, quanjm theoriam Ahrens, vir 
clarissiraus, (1895) fusius explicavit. Denique Painlev^, vir illustrissi- 
mus, (1894} theoremata nonnuUa generalia proposuit, quibus motus 
puncti intra varietatem compiurium dimensionura vagantis accurate 
describitur. Magna copia extat disquisitionum ad fornias quadraticas 
difFerentiales pertinentium, quas problematis dynamicis tractandis 
adhiberi posse apparet; quae tamen, cum raere analyticae sint, hoc 
loco prECtermittendEe videntur. 

lam vero de mechanica systematum rigidorum dicendum est, qua 
io re primum cinematicam et staticam, deinde theoriara functionis 
potentialis, denique cineticam tractabimus atque ita, ut per totara 
hanc tripertitara quasstionera primum spatia EuDLiDEa compluriutn 
diraensionura, tura spatia constanti curvaturie raensura fruentia con- 
sideremus. 

Cineraatica excolenda a geometria ad dynaraicam viam aperit. 
Quam enim arte cinematica cum geometria cohaereat, cum ex aliis 
rationibus tum inde cognoscitur, quod theoria EucLiDEa linearum 
curvarum duplicis curvaturae contemplationuin cinematicarum ope 
dilucide explicatur. Quam viam Hoppe (1880), Brunel |i88i), Piron- 



DiNi |i8gol, Landsberg (1897). Piccioli (1898), Lovett (igooi, Hardv 
(igoaj ad lineas curvas, qiise spatiis EucLiDEis coinplurium dimensionuni 
continentur, transtulenint. Et eadem ratio cadit in superficierum cur- 
varum proprietates. Qua in re mirum non est «methodum cinemati- 
cam», qua imprimis Darboux, vir illustrissimus, (1887) spatium 
EucLiDEum trium dimensionuni considerans usus eral, a viris claris- 
simis Craig (1898) et Hatzidakkis (igoo) spatiis complurium dimen- 
sionum adhibitam esse. Neque prastereundum est virum illustris- 
simum LipscHiTZ 11876) curvaturae theoriain eo modo extendisse, ut 
relatione uteretur, quse inter radium curvatur^ atque pressum norma- 
lem puncti in linea vel superficie aliqua mobilis exsistit. 

De cinematica corporis solidi, quod in spatio Euclideo com- 
plurium dimensionum proniovetur, multi auctores egerunt. Ex quibus 
primum fortasse Euleruui 11770) nominaverim, quem formulas quas- 
dam, quibus coordioatarum CARTEsianarum systematis transformatio 
dirigitur, ad quatuor vel plures dimensiones extendisse in commen- 
tatione anno 1849 scripta, anno autem 1884 a viro clarissimo Koh- 
TUM edita ostendit L\cobi. Cuius vestigiis, ut videtur, insistens, 
ScHtjEFLi (1859, 1866) huic rei operam dedit. Nuper de legibus, 
secundum quas corpus soHdum in spatio Euclideo quattuor dinien- 
sionum proniovetur, scripsemnt viri illustrissimi Jordan (18751, Cole 
(l8gol, GooDWiN (1899), Jahnke (ig02i. Easdem leges in spatio quin- 
que dimensionum Cannizzo (1896), in spatio h dimensionum Jordan 
(1875), Lipschitz (1880, 1886, 1896, igoo), Scheeffer (1880), Kox 
(1881), ScHOUTR {1891), Study {1891J, Vahlen (1897, 1902), Joi.v 
(18981, Whitehead (1898) persecuti sunt. Mentione etiam dignum 
est bas disquisitiones arte cum numerorura complexorura theoria 
cohscrere. 

a spatiorum EuCLiDEorum compUirium dimensionum 
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neglecta est, nisi quod Schoute, vir clarissimus, (1902) inemorandiis 
videtur, qui in systematis virium reducendis versatus theoremata nota, 
quorum auctores sunt Chasles et MtEBius, ad compliires dimen- 
siones extendit. 

Prorsus aliter res se habet in spatiis curvatura constanti fruenti- 
bus, quo in genere a slatica ordiri idoneum mihi videtur. 

Daviet de Foncenex (17621 quomodo vires, qiiibus corpus rigi- 
dum tangitur, coinponendae sint, a simplicissimis compositionis pro- 
prietatibus profectus exponere conatus est. Quanta sit vis resultans 
duarum virium. quibus eadem intensitas insit quarumque directiones 
eodem plano contineantur atque easdem lineae rectae norraales sint, 
aequationeqiiadain definitur fnnctionali, cui satisfit, cuin functio deter- 
minanda magnitudini constanti sequalis ponitur; qua re ad principiuin 
vectis ARCHiMEDEum pervenitur. Cui aequationi functionali etiam 
satisfieri, cum functio expressioni Eequalis ponitur, quae ex functiani- 
bus exponentiaHbus constat, d'Alembert (1773) et Laplace (1799) 
animadv&rterunt ; quain solutionem qui accipiat, eum ad geometriam 
absoUitam deduci necesse esse Genocchi (r86g) deinonstravit. Cum 
autem geometria absolula posita eadem lex viriura coinponendamm 
adhibenda sit, sequitur ut et axioma undeciinum EucLiDEura et prin- 
cipiura vectis ARCHiMEDEum asquo iure aut accipienda aut reicienda 
sint. At ratio vires, quarum directiones sese intersecant, coinponendi 
virium parallelogrammate conservato valet sive accipias sive spernas 
axioma parallelarum, duminodo constructiones in canipo infinite 
parvo efficiantur; atque simili modo laboris virtualis principiura ab 
axiomate parallelarum non dependet. Quam rem viri clarissimi 
Genocchi ii86g), Lindemann (1873), Andhade (18971, da Francesco 
I1899J tractaverunt. 

Systema virium, quibus corpus soliduni tangitur, inechanica Encr.i- 



DEa valente semper reducitur ad vim singularem, quse ex puncto 
arbitrario operatur, et par virium, quod viri singulari requivalet in- 
finite parvae, qu^e continetur plano in infinitum remoto. Cui de syste- 
matis viriura reducendis doctrinae doctrina de motibus corporis rigidi 
infinite parvis componendis respondet, quos motns semper ad rotatio- 
nem circum axem per punctum arbitrarium transeuntera et transla- 
tionem singularem reduci posse constat. Qua in re cum lineis rectis, 
per quas vires operantur, rotationum axes tum viribus, quse continen- 
tur plano in infinitum remoto, translationes respondent ; quo effi- 
citur, ut statica et cinematica corporis rigidi dualitatis relationeni 
habeant. lam illud adhibendo, quod Klein, vir illustrissimus, (1871) 
docuit, geometriam absolutam et theoriam mensurarum proiectivam 
a ciarissimo viro Caylev (1859) constitutam inter se cohasrere — eo 
autem cohasrent, quod pro motibus spatii absoluti transformationes 
proiectivas ponere licet, quibus superficies secundi ordinis absoluta 
non rautatur — eo pervenimus, ut spatio curvaturse constantis posito 
theoriam motuum corporis rigidi infinite parvorum una cum tbeoria 
corapositionis viriura infinite parvarura, quibus corpus solidum tangi- 
tur, admiranda quadam facilitate stabiliamus. Qua in re contemplanda 
cognoscitur, in mechanica absolutadifferentiam et inter rotationesatque 
translationes et inter vires singulares atque paria virium tollita, ut sex 
coordinatarum, qutC sunt et motus infinite parvi et, ut cum PlCckerio 
dicam, dynameos infinite parvae, unaquaeque ceteras quinque asqui- 
peret et idem ius habeat. Perinde, ut hoc praecipiam, in corporis 
rigidi cinetica absoluta pro tribus theorematis, quae sunt de motu 
centri gravitatis, et pro tribus theorematis, quae sunt de summa area- 
nim descriptarum, sex theoremata se sequiperantia idemque ius 
habentia stabiliuntur. Et cura in mechanica EucLiDEa saepe fiat, ut et 
translationes et rotationes separatim disquirantur, in mechanica abso- 
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luta ista separatio nunquam fieri potest. Cuius rei auctores nominen- 
tur viri clarissimi LiNDEMAys .187^, n'0\TOio 1S7; , Stahl 187^, 
RicoRDi 1882, Heath 1884, Segre 18S5 , F. Klein 1S73, 1890. 
Blt^side 1 895 ''j Seiliger 1 897 . 

Geometrae mechanicam ELXLiDEam exsequentes theoriam stabiii- 
verunt, qua cum inotus corporis rigidi infinite parvi tum dynames 
corpus tangentes quantitatum simplicium neque in paites divisibilium 
locum obtinent, dico theoriam cochlearem, quam Ball, vir clarissi- 
mus, 1880 — 1890 constituit, ad umbilicum du.\it nuper 1902 
Stlt>y, w clarissimus. Quae theoria cum in mechanica EucLiDEa 
saepe utilis sit, in mechanica absoluta non modo semper idonea. sed 
etiam prorsus necessaria est. Suo igitur iure geometrse in theoria 
cocUeari ad spatia cun-aturse constands transferenda magnam ope- 
ram sumpserunt. Praeter huius theoriae auctorem ipsum, cuius disqui- 
sitiones Gravelius «'1889 pluribus verbis exposuit, in hoc genere viri 
clarissimi nominandi sunt Cliffx^rd 1S76, Buchheim 1SS4, Heath 
fi884-, Kotelkikoff 1895, 1899 , Burnside iSSq , STrDY.iQco. 1002 . 

Theoriam fiinctionis potentialis in spatiis complurium dimensio- 
num EucLiDEis valere iam Green 1835, 1835 animadvertit, qui 
praecipue potentialem ellipsoidis generalis tracta^it. Quam rationem 
ScHLiEFLi commentatione annis 1850 — 1S52 confecta, anno 1901 
autem ex scriptis postumis edita accuratius perspexit, qui ellipsoidis 
generalis et massa impletae et per superficiem massa constratse func- 
tionem potentialem contemplatus est. Post GREExium primus C. Xeu- 
mann '18671 disquisitiones de potentiali generali publici iuris fecit. 
Eum Kronecker 1869 secutus est, qui annis 1S81 et 1S91 ad ean- 
dem rem rediens ellipsoidis generalis fiinctionem potentialem formula 
elegantissima expressit. Deinceps de theoria generali potentialis 
scripserunt viri clarissimi Beltrami 1809, Betti 1S71 , Toxelu 

to» 



(l87S. '882), CaYLEY 11876*, GUNDELKINGER (1878), MaCHER (I878), 
GUTZMER tlSgO, 18931, SchCtZ 118951, DyCK 118981, PoiNCAR^ (18981. 

Casiis pecuiiares iractaverunt Hoppe 118801. nempe sphierara. Hob- 
SON ' 18961, nempe pateras ellipsoidicas et discos, Dixon 1897/, nenipe 
corpora in anulorum speciem forniata, Wirtinger 11 8971, nempe 
corpora, quorum superBcies varietatibus sphsericis constant. 

Vir iilustrissinnis LiPsCHlTZ (1872) rettulit, mathematicum aculis- 
simnm Dirichlet iam anno 1852 theoriie polentialis ad spatium 
hyperboiicum transferendie operam dedisse; quem a viro summo 
Gaussio instigatum esse putaverim. Postea et Schering 118731 et 
qui eius scholis interfuerunt viri ciarissimi Fresdqrf (18731. Tonelli 
(18751, Opitz (1881* de ea re egenmt. Quantae difficultates obstent 
theoria: potenliali exteiidenda^ :id spatia curvatura constanti positiva 
fruentia vir iliustrissimus F. Klein iiSgrj docuit. In spatiis sphjericis 
enim onini niassie atlrahenti eadem massa re^puens in puncto averso 
respondet ; id quod quanuns mirum tamen non absurdum est, At in 
spatiis ellipticis functionis potentialis elementum duobus valoribus 
frui necesse est ; id quod a mechanicas principiis omnino abhorrere 
perspicuum est. 

Corporuni rigidorum cineticai massnruni geometria quae dicitur 
pra^mitti soiet, in qua de inertise axibus principalibus atque de 
inertia; et deviationis momentis principalibus investigandis agilur. 
^uod spatia elliptica attinet, CLrFFORD (18741 •''' imagine nnagiua- 
ria, quam Hesse adumbravit, profectus axium inertise theoriani expli- 
cavit. In geometria enini EucLiOEa tetraedrum polare imaginis iina- 
ginaria: et circuli sphserici imaginarii in infinitum remoti tribus in 
campiJ finito sitis fruitur aciebus, ut hoc vocabulo significem lineas 
rectas binarum hedrarum cominunes. Quse acies tres axes inerlia; 
principales exhibent, cum ceterae tres acies plano in infinitnni remoto 
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contineantur. Quoniam vero in spatio elliptico pro circiilo imagina- 
rio exstet superficies secundi ordinis absoluta, tetraedrum polare 
huius superficiei et imaginis imaginarias sex axes inertiae principales 
exhibet. De momentis et inertias et deviationis haud multi auctores, 
viri ciarissimi Kilung i 1885), Hoppe (1887), S. Kantor ( i8g6), 
egerunt. 

Corporis rigidi rotationem circa punctum fixum, si spatium 
EucLiDEum complurium dimensionum ponatur, iam Cayley (1846) 
tetigit, qui qua ratione afquationes difFerentiales motuni dirigentes 
inveniantur breviter perstrinxit. Quarum aequationum fonuulas accu- 
ratas Fkahm 1,1873) indagavit. Idem Eequationes quasdam integrales, 
quse corpore sine virium extemarum ope promoto valent, detexit et 
intra numerum quattuor diinensionum consistens, dummodo constan- 
tes problemati proprise relationes quasdani habeant, integrationem 
sohs quadraturis effici posse statuit. Tum Clifford 118761 corpore 
sine virium externarum ope pronioto aequationes difFerentiales inte- 
grare conatus est functionibus illis celeberrimis, quae Htera theta 
significantur, cum argumenta tiinctionibus linearibus temporis sequalia 
ponantur. Sed Killing, vir clarissimus, 11885) demonstravit, hanc 
solutionem peculiarem esse neque ubique valere, quippe quae non 
satis magnum numerum constantium arbitrariarum prsebeat. Denique 
ScHOTTKY, vir clarissimus, I1891) pro casu quattuor diinensionum solu- 
tionem generalem quadraturis expressit. 

De rotatione corporis rigidi in spatio curvatura; constantis posi- 
tivse promoti primus CLtFFORD 11874I disseruit, aequationes differen- 
tiales inveniens, quibus motus corporis obtemperat. Paulo post ^1876) 
Beltrami demonstravit aequationes iilas ad formam EuLERianis Jequa- 
tionibus similem redigi posse. Tuiu Heath (1884) rotationem corpo- 
ris solidi sine virium e.vternarum ope promoli in spatio trium dimen- 



P. ST^CKEL 



sioQum contemplatus integrationera fiinctionibus efficere conatus est, 
quie liltera theta significantur ; quod, cum iusto rainorem numenini 
constantium arbitrariarum invenerit, ei minus prospere successit. 
Denique Voi.TERR.«, viri clarissimi, vestigia secutus vir clarissimus 
DA Francesco (1900I, quoraodo hgec quiestio quadraturis solvi possit, 
indicavit. 

Ut finem faciam, vir clarissimus F. Klein (1897I raotura nuUis 
viribus externis effectum corporis rigidi in spatio hyperbolico trium 
dimensionuin vagantis ita determinavil, ut massarum dislributionem 
peculiarein poneret. Motus quosdam viribus externis effectos da Fran- 
CKSCO (1901) tractavit, qui conditiones invenit eis similes, quibus 
pofiitis motum corporis gravidi in spatio Euclideo considerantes 
Laghange et SoNJA KoWALEWSKi sequationes differentiales ad qua- 
draturas rcdu.xerant. 

l)e corporuni deformabilium inechanica appendicis loco nonnul- 
im disquisiliones commeinorare liceat. Quar sit fonna cateuEe, quae 
Hpiilio curviitune constantis continetur, da Francesco (1900) osten- 
(ht, Aequationes, quibus Eequilibriura corporis elastiri isotropi defi- 
nitur, Hritrami 11881I ea ratione constiluit, ut in spatiis curvaturie 
cDnntnnti» viileant; quera secutiis Padova (1889) theoriara, quse a 
MAXWKLl.io nomen traxil, spatiis curvatnrae constantis adhibuit. 
Kidniii rri viri clarissimi Somigliana ii888) et CesAro [1894, 1896; 
nprrain drdrriiii!. ncuique viri clarissimi Siebert I1883I et Hill 
flHH^l (|uw»lionfft quasdani hydrodjTiamicas, quae numerum dimensio- 
imni liTlio maiorem habcnt, tractaverunt. 

Oiimtii quK in hac cuinmentatione dicta sunl respicientes multos 
iiiHtlitminliioH eotqup cgregios studium ad eam raechanicje partem, 
qilte nd vnrictntrs compluriiim dimensionum spectat, contulisse 
cugliovilllllli. Qliod, qiin: cst arguinenti gravitas, mirandura non est. 
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Primum enim has disquisitiones bonae frugis plurimum ad fines me- 
chanicae propagandos aflFerre patet. Deinde cum ceteris et geome- 
triae et analyseos partibus artius quam exspectaveris coniunctae sunt, 
veluti cura numerorum complexorum theoria sublimiore, cura forrais 
quadraticis diflFerentialibus, cum theoria grupparum transformationum 
continuarum, cura geometria proiectiva, cum doctrina figurarum, quae 
lineis rectis efficiuntur; quas theorias hac societate inita valde pro- 
motas esse nemo non videt. Denique, quod raaximi momenti est, 
saepe theoremata, quae solam raechanicam EucLiDEam consideranti 
prorsus discrepare videntur, mechanicam generaliorem respicienti ab 
eadem stirpe duci apparet. Quo fit, ut qui hanc ampliorem atque 
sublimiorem investigandi rationem sequatur, logicum conexum illum, 
quo mechanicae leges inter se cohaerent, penitus perspiciat. 
Scripsi aestate anni MDCCCCII. 
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INTRODUCTIO. 



I. Cum in sollemnia nataUcia ssecularia Ioannis Bolyai, viri 
illustrissimi, id quod mihi summo decori est, opera, quae ad abso- 
lutam geometriam speclant, describerem, cum indicandi omnes res, 
quEe, quid de boc argumento scriptum sit, sciscitanti necessaria; sunt, 
tum docendi, quomodo evoluta sit geomelria absoluta saeculo unde- 
vicesimo, consilium secutus sum. 

Quoniam autem in opere, quod inscribitur «Ueber die Theorie 
der Parallellinien» (cf. No. 167, partis alterEei, quodque Stackel 
et Engel, virorum clarissimorum, cura editum est, index omnium 
operum, quae ad geometriam absolutam pertinent usque ad annum 
MDCCCXXXVII plenus exsistit, ab hoc tempore initium capere 
idoneum mihi videtur. 

Ab anno MDCCCXXXVIl ad annum MDCCCLXVII non multa 
sunt opera, qua; in classes describam, quod vero postea annis inse- 
quentibus tam celeriter numero crescunt, Riemann, Beitrami, Helm- 
HOLTZ, virorum illustrissimorum, libris maxime debetur, quibus geo- 
metriae absolutje studium excitatum est. Ut autem differentiam inter 
tempestatetn, quae ante et post annum MDCCCLXVIII est, magis 
perspicuam reddain, in explorandis dalis, quje pertinent ad describen- 
dos libros eos, qui ante itium annum scripti sunt, magnas difficultates 
me habuisse confiteor, ita, ut hic libellus indicem operum editorum ge- 
neratim efficere, praecipue, quatenus de tempore MDCCCXXXVIII — 
LXVII agitur, supersedeat. Simili modo res se habet de annis MCMI, 



^4 R* BONOLA 

MCMII, quitt operis «Jahrbuch tlber die Fortschritte der Mathematikt, 
quo ex opere pleraque data hausi, ultimus tomus ea scripta, quae anno 
MCM sunt edita» refert. 

2. In libris describendis ea ratione usus sum, ut opera, quae eodem 
anno prodierunt, in ordine litterarum, quibus nomina autorum inci- 
piunt« pro singulis annis separatim enumerarem. Praeterea signis ap- 
pi>siti$ indicavi classes« quibus libri singnli, secundum methodos con- 
stliique componendi« assignari possunt. 

Porro opera argumentis mathematicis ab operibus argumentis his- 
toricis^ criticis, philosophicis segreganda esse mihi visum esL In duas 
aulem partes, discemere ut facile intelligitur, non est consentanemn. 

Denique cum paucas sive fere nullas quorumdam librorum indi- 
catione$« qu:e ad eos attinent, coUigere potuerim, dubium esse quin 
in Kbri^ describendis indiligentise futune sint, quas autem nuUo modo 
efl[tigere pi>lui. negabo. 

3. E;!e cU$ses. ad quas opera mathematicis argumentis spectant, 
quarum supra mentionem feci, sunt sex, quanim investigandi via ac 
nitio quseque de^cribitur atque definitun Sex investigandi rationuni 
sire partium nomina sunl hafc« quorum quodque instmctum est eo 
^gnix quod omnibus libris de ea coafectis apposui: 

Pars elemeniaris "E-. 

Pars metricvviiifferentialis [Dl, 

Pars in qua de operationum 

coaiuncriombiis ^ agitur [G\ 
Parsi pni>iectira P\ 
Pani metricw-finita 'F\ 
Pirsi rectvvrialis V\ 
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PrEBterea libellorum, qui ad mechanicem et matheinaticam phy- 
sicam attinent, niimerus quidam inseretur; eos signo [M] signi- 
ficavi. 

Libris, qni cum eodera modo et eadem ratione sint, simul dua- 
bus partibiis assignari possunt, signum duarum litterarum appositum 
est, iis autem, in quibus planius de argumento agitur, qui quid geo- 
metria absoluta produxerit, quibus methodis usa sit, exponunt, signura 
[C] apposui. 

Locum Indicis posteriorem, ut supra dictum est, libri historici, cri- 
tici, philosophici obtinent, qui quoque, iit ceteri, ordine anni cuiusque 
observato disponentur. 

Qua prEemissa re partes singulas paucis describere mihi liceat. 

4. Pars elementaris [E]. Hsec est prima in genere historico, 
I. BoLYAi et LoBATSCHEFSKiJ, virorura illustrissiraorum, Hbris, qui 
ex theoria parallelarum iudicata provenerunt, initium capit. Eonim 
methodus, quam complures geometrae secuti sunt, est synthetica ac 
elementaris. 

5. Pars inetrico-differentialis [D]. Haec est altera in 
genere historico; ea, cuius auctor est Riemann I1854), spatii notionis 
studium ad varietatem n diinensiones habentem, quam forraularum 
ope reprassentari posse nolum est, reducit. Determinatio metrica 
nititur in notione elementi linearis, cuius quadratum forraa quadra- 
tica ac hoinogenea in variabiHura differentialibus exprimitur. Inter 
typos varietatis infinitos, quibus elementum lineare fonnara, quara 
modo nominavi, habens exprinii potest, praecipue peridonei sunt ii, 
in qnibus mensurae a positionibus, in quibus fiunt, independentes 
prodeunt, quam varietatem ill. Riemann ita definit, ut curvaturam 
in omnibus suis punctis constanteni esse dicat. Prout curvaturEe 
valor zero, negativus, positivus, ita varietas EucLiDEa aut varie- 
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tas, quic noiiien accepit a iiiathematicis Bolyai et Lobatschefskij 
aut varieias RisuANNiana, prodit. 

6. Ea pars, in qua de coniunctionibus agitur. [G]. Ea. 
qua 118681 ill. Helmholtz primus — quadain ex parte ante 11851I 
clar. Ueberweg -- usus est, ad spatii. quod formulanim ope exprimi 
posse notum est, proprietates metricas functione duoruin punctorum 
coordinatarum, quae functio dicitur distantia, adliibita definien- 
duni pertinet, et qux in omnibus spatii molionibus inalterata manet, 
quibus transfonnationum, quae componi et inverti possint, coniunc- 
tionem fonnari ill. LtE iudicat. 

7. Pars proiectiva [P]. Deductione proprietatum metricarum 
ad grapbicas, quam clar. Lagverse '.18531 et clar. {aure 11858' 
introduxenmt, principiuni, in qno metrica proiectiva, cuius auctor est 
ill. Cayley 118591 continetur, constituitur. — Geomelria proiecliva, 
cum a mensurs notione qualibet non dependeat iv. STAUirr, Klein. 
LCroth. Zeuthen, Pasch ceteriquei. producta, proprietates spatii 
metricie superficie secundi ordinis fundamentali, quae figura abso- 
1 uia cogitalur, deducuniur. Quo in cogitationum ordine proprietates 
metricse sunt universie atque solse proprietates figuranim graptiicae, 
qna; ad transformationum superficiei secundi ordinis in se ipsam pro- 
icciivanim coniunctioneni non mutantur. — Prout figura absoluta 
est superficies secundi ordinis realis puncta elliptica babens, aut 
snperficies secandi ordinis imaginaria et non degenerata, aut super- 
ficies secundi ordinis imaginaria et in cono degeoerata. geomelriam 
B01.VAI — LoBATSCHEFSKiJanam, RiEitANNianam aut EucLiDEani adi- 
piscimnr. 

8. Pars metrico-finita [F]. Cuin spatium formulanim ope 
reprKsentari posse notum sit, pars meirico-finita, cuius auctores sunt 
DS TiLLY (1879, iSqai ei MiNKOWsKi 118961, viri clarissimi, boc spa- 
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tium expressione e duorum punctorum, quse non infiiiite vicina sunt, 
coordinatis compositae, definire ac describere studet. 

g. Pars vectorialis [V]. Ea, quam clar. Grassmann (1841) 
introduxit et postea clar. Clifford 11864) persecutus est, geometrise 
relationes fundamentales pro methodo et svmbolismo, qui calculi 
vectorialis proprius est, exprimendi consilium sequitur. 

DE OPERUM INDICIS UTENDI RATIONE. 



Operis titulus incipit auctoris nomine, cui praepositus est numerus 
ordinis, qui ad citandum pertinet; quam sequitur in priore parte 
signum, quod classeni, ad quam pertinet, denotat. Infra, ubi de publi- 
cationibus in Ephemeridibus sive Actis litterariis agitur, Actorum 
titulus in abbreviatione, ut usus est, aut fere integrum citatur, prout 
Acta mathematicis magis vel minus cognita. Tomi numenis cifra 
Romana expriniitur, seriei aulem numerus, qui antecedit est Arabi- 
cus et in parenthesi apponitur. In citando numeri extremi Actorum, 
in quibus libellus impressus est, paginas denotant. 

Cum de libro separatim edito, qui argumento soH deditus est 
aut continet, quod ad id pertinet, agitur, oppidi, in quo liber im- 
pressus est, nomen excipit nomen librum suo sumpto vulgantis, 
deinde paginarum quot libro sunt aut paginarum. quje in tomo ar- 
gumento deditse sunt, numerus, 

Operum celeberrimonim traductiones ita citantur, ut quando edita 
sint, quidque ad opus, ex quo versum est, pertineat, indicetur, Quod 
autem bis impressum est, id cum priore editione citatur, qua in re 
dicetur, quo tempore iterum impressum sit. 

Scriptum anno MCMII, Kalendis Novembribus. 
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Index auctonim litteranim ordine digestus^ _ _ „.. _ _ _ _ _~ — 150 
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bases of geomeiry. (Translatio An- 




^^H 


^^^_ 


glica operis sub No. ij laudali, a 


401. 
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40^. Lechalas G. Identit6 des plans de 
Riemann et des sph^res d* Euclide, 
[E]. 
- Brux. S. sc, XX; p. 167—177. 

— Math^sis, VII ; SuppI6ment. 

404. LoBWY A. Ober die Transformation 

einer quadratischen Form in sich 
selbst, mit Anwendungen auf Li- 
nien- und Kugelgeometrie, [P]. 
- Nova Acta Acad. Cesareae Leopol- 
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Halle, LXV; p. 1—66. 

405. Mansion P. Le plan riemannien est- 
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— Brux. S. sc, XX. 
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-• Brux. S. sc, XX, A; p. 62 — 63. 

407. id. Prcmiers principes de la M^tag^o- 

mdtrie ou g^om^trie g^n^rale, [E]. 

— Mathdsis, (2), VI; Suppi. p. 47. 

— Revue n^o8CoIastique,III; p. 143 — 
170, 242—259. 
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— Arch. de Matematicas puras y Apli- 
cadas, I; p.29— 34,46— 50,65 — 71, 
86—88,106 — 108,125 — 127,150 — 
153, 170—172, 191— 192, 211 — 
213. 
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— Brux. S. sc. XX, B; p. 167 — 177, 
178—182. 

— Math^sis, (2), VII; suppl^ment; 
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410. MiNKOwsKi H. GeometriederZahlen, 
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— Leipzig, B. G. Teubner. 

41 1. MuLLERE.DieGeometriederPunkte- 

paare und Kreise im Raume, nach 
Grassmann*schen Principien, [V]. 

— Monatsh. f. Math; VII. 

412. Nekrassow P. A. De rationibus al- 

gebraicis in quaestionibus geometri- 
cis solvendis (lingua Russica), [E]. 
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— Torino, Atti, XXXI; p. 381—399: 
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414. Ray (van) J. Sur une formule de la 
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— Nieuw Arch. voor Wiskunde, (2), 
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415. SiKSTEL W. Th^oremes fondamentaux 

de la gdom^trie spherique, [E]. 
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— Paris. Nony; 8; p. ^^M 


412 


Berzolari L, Un' osservazione sull' 


4)o 


F{adamard J. Sur le billard non-eucli- ^^H 
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conlinuo di movimenti, [G. D], 


4)3 


HiNTON C, H. Hyperbolea and the ^^H 




— Mera. Soc. Ital., (j). XI; p. 367^- 
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— Lincei, Rend., (5), VII; p. 4—6. 

467. BiANCHi L. Sulla applicabilita di due 

spazi con la medesima curvatura di 
Riemann costante, [D]. 

— Lincei, Rend., (5), VII; p. 147 — 
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468. BuRNSiDE W. The construction of the 
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points, [E]. 

— London, M. S. Proc, XXIX; p. 
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469. Cassani P. Sui fondamenti della geo- 

metria. -■- Considerazioni e pro- 
poste, [E]. 

— Atti del R. Istituto Veneto, X ; 
p. 42—60. 
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p.i20 — 126; N0.270, p.150 — 153. 
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Ikkc-EuklidUk Geometrie. [D]. ^^H 




Geomeirie. 
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welche dl(S euclidxsche Geometrie 
dedniren. ]E'. 

— Deutsch- Math. Ver. XI ; p. 40J — 

4^4- 
;gii- MccR£ E. H. On tbe projectivc 
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metr.e. *E'. 

— Archiv. d. Math. u. Phy. (?), IV: 
p. [S-— i8i>. 

000. STRLNGH.ot J. Orthogonal transforma- 

ticn In EUiptic. or m Hyperbolic 
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dung auf ebene Flachen. 

— Math. Ann. XLII ; p. 285 — 296. 

611. R^THY M. V^gszeruen eg}'enl6 teru- 

letekrol. 

— Math. 6s Term. Ertesit6: XI; p. 
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p. 169. 

48. Halsted G. B. The new ideas about 

spacc. 
- Pop. Sci. Month., XI. 

49. Helmholtz H. Les axiomes de la g^o- 

m^trie, leur origine et leur significa- 

tion. 

(Translatio Franco-Gallica operis sub 

No. ^B laudati.) 
Rcvue scientif. de la France et de 
TEtranger, LI. 
^o. Land J. P. N. Kanfs Space and Mo- 
dern Mathematics. 

— Mind, II. 

^i. ScHMiTZ-DuMONT. Dic Bedeutung der 
Pangeometrie. Mit Bezug aufden 
Aufsatz: «Ueber den Ursprung und 
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144. id. N. J. Lobatschefsky. Oratio quam 

A. W. habuit in conventu fes- 
tivo Universitatis Caesar. Casa- 
nensis d. XXII. m. Octobris anno 
MDCCCXCIII (lingua Russica). 
(Vide translationes sub Num. 161, 
176.) 

1894 

145. DelboeufJ. L*ancienne etlesnouvel- 

les g^om^tries ; II ; III. 

— Rev. Phil. : XXVII, p. J5?— J^j; 
XXXVIII, p. 113— 147. 

146. DoLBNiCE J. Anecdota de vita 7V. J. 

Lobaischefskii (lingua Russica.) 

— Petropoli. 

147. Halsted G. B. The Non-Euclidean 

Geometry inevitable. 

— The Monist. IV., Chicago ; p. 

148. id. Lambert*s Non-Euclidian Geo- 

metry. 

— New-York M. S. BuU., III; p. 
79—80. 

149. Klein F. The Evanston colloquium. 

Lectures on mathematics delivered 
from Aug. 28 to Sept. 9, 189J, 
before members of the Congress of 
Math. held in connection with the 



18* 



140 



R. BONOLA 



World's Fair in Chicago at North- 
western University Evanston, 111. 
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156. id. Breve resena historica de la geo- 

metria No-Euclidea. 

— Progreso Math., IV: p. 13 — 17. 
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190. id. La courbure et la distance en g^o- 

mdtrie g^n^rale. 

— Rev. de M6taphys. et de Mor., 
IV : p. 194 — 202. 

191. Mansion P. Sur la g^om^trie non 

euclidienne avant Lobatchefsky. 

— Brux. S. sc. XX. 

192. Pgincarf H. R^ponse h quelques 

critiques. 

— Rev.de Metaphys. et de Mor. IV; 
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Zurich : p. 274- -250. 

— Leipzig, Teubner. 

218. BrassaiS. A XI. axioma.(AxiomaXI.) 
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academicae), Budapest. 

21Q. Cantor M. Vorlesungen uber Ge- 
schichte der Mathematik. 
III Bd. lo^ Kap. 



— Leipzig. G. B. Teubner, 

220. Couturat L. Etude critique cEssai 

sur les fondements de la G^m^trie, 
par B. Roussel. • 

— Rev. de Metaphys. et de mor. ; p. 
354—380. 

221. Dupuis N. F. On transcendental geo- 

metry. 

— Canada, Proc. and Trans. R. Soc, 
(2), III; p. 3— -16. 

222. Galdbano ',de) Z. L' unification des 

concepts dans les math^matiques. 

— Verhandlungen des ersten inter- 
nationalen Math. Kongresses in 
Zurich: p. 227 — 231. 

— Leipzig, Teubner. 

223. Hadamard J. Le^ons de G^metrie 

^l^mentaire. 

T. I : Note B. Sur le postulatum 

d* Euclide : p. 278 —286. 

— Paris, A. Colin. 

224. Klein F. Zur ersten Verteilung des 

Lobatschewsky- Preises. Gutach- 
ten. betreffend den dritten Band 
der Theorie der Transformations- 
gruppen von S. Lie. 

— Casan. Relat. (2), VIII : p. i— 

2". 

— Math. Ann., L. p. ^83 — 600. 

225. Klein F. Conf^rences sur les Math^- 

matiques, faites au Congr^ de 
Math. tenue k Toccasion de Texpo- 
sition de Chicago (1893). 
(Translatio Franco-Gallica operis 

sub No. 149 laudati, a Laugel 

c^^nfecta. 



^^^^^^^^™ ^^^™ . 


DPERUM 145 ^^H 


^^H — Paris, Hermann, u; p. 


2)4. 


BoNNEL 1. Les axiomes el les hypo- ^^H 


^^H 226. Laisant C. A. La Math^malique. 




Ih&ses dans la g^om^irie. ^^H 


^^^H Fhilosopbie. Enseignemenl. Chap. 




— Paris, Hermann. ^H 


^^H VI, Lq G^orn^irie, p. 89—106. 


2tS. 


BONOLA R. Bibliografia sui fonda- ^^H 


^^M — Paris, Carr^ ei Naud. 




menii dclla geometria in relazione ^^H 


^^H 127. Lechai-as G. L'axiome de la libre 




alla geomctria non-euctidea. ^^^H 


^^H mobllii^^ d'apres M. Russel. 




— Bolieiiino di Bibllogratia e sloria ^^H 


^^H — Rev. de M^taphys. et de Mor. ; p. 




delle Sclenze Mal., II ; p. [—10 , ^^M 


^H 746— 7; 8. 




^H 


^^H 228. PoiNCAR^ H. On the foundations o( 


236. 


DupoRT. Sur les hypotheses ronda- ^^H 


^^^H Geomelry. 




mentales de la G^om^trie. ^^H 


^^H — The Monisl. IX; p. i— 4f- 




— S. M. F. Bull,, XXVn;p. r)8- ^H 


^^H 229. RussEL A.W. Les axiomes pr(>pres a 




■ 


^^^H Euclide sont-ils emplriques ? 


H7- 


Engel F. Urkunden zur Geschichle ^^H 


^^H — Rev. dc M^iaphys. ei de Mor. ; p. 




dcr nichleuklidischen Geomelrie ^^H 


^H 7;?— 77^' 




herausgegeben von F. E. und P. Sl. ^^H 


^^H 130. SuTAK J. Geometriai axiomdk. 




Mit vielen Figuren im Texie, in ^^H 


^^H (Axiomala geometris). 




3 ^^M 


^^H ~ Bolcseleti ro)y<5ira[. (Diarium philo- 




I. Nicolaj Iwanowiisch Lobal- ^^M 


^^H sophicum). (Budapesi) 32 p. 




chersklj. Zwei Reometrische Ab- ^^M 


^^^^ i;i. TCHELPANOFF C. Index librorum, qui 




handlungen, herausgegeben von ^^H 


^^^^^ ad qusestionem de spatii notione 




Friedrich Engel mil einem Bilde ^^H 


^^^P perlinent (lingua Russica). 




Lobalchefskij' s. ^^H 


^^^B — Kijov. Relationes; p. 1—14- 




— Leiprig, G. B. Teubner; XVI + ^^M 


^^^V 2)2. ViLLAREAL F. Geomeiria imaginarias 




p. ^H 


^^H 6 no-Eudidianas. 


2,B. 


FoNTENK G. Sur J'hypoihese Eucli- ^H 


^^H — Ann. de la Sodedad CiemificB 




^^H 


^^H Argentina.XLVI ; p. aj— ja ; 67— 




— Rev. de M^taphys. et de Mor., ^^H 


^^M 




p. ^H 




2J0. 


Galdeano Z. G. La moderna ni^anl- ^^^| 


^H 1899- 




zflcion de la maiemalica. ^^H 


^^^H 2;;. Andrade J. L'enseignemenl de la 




- Progreso Mal. (1). 1; p. J7-24, ^H 


^^^H g^om^lrie el les g^om^ries non- 




45— S'./?— 87. "0— IU. 154— ^^M 


^^H euclidiennes. 




^^H 


^^^^ ~- Enseignement Math., 1 ; p. 1 14— 


240- 


HalstedG. B. ScientificBooks, .Ur- ^^^^H 


^^H 




kunden zur Geschichle ^^^^^^H 

1 



^^H 


R. BONOLA 


^■1 




— Science N. S, IX: p. 81J-817. 




— Abh. lur Geschichie der Malh. : ^M 


^^^H 


id. Report on progress in non-eudi- 




p. )97— 417- ^M 




dean Geometry. 


149- 


id. A k^pzetes sz^mok elm^lele Bolyai ^H 




— Prfjc. of ihe American Ass. for Ihe 




Jdnos h£lrahagyoil iraiaiban. ^H 




fldv. of sdence. XLVI[l;p. 5J- 




— Maihem. es Term. lud. Ertesito. ^H 




68. 




H 




— American Maih. Montly V[ ; p. 




[dem GermBnice : Johann Bnlyais ^H 




119— 2IJ- 




Theorie der imaginaren Grossen. ^^M 


^^^1 


Lagrakge Ch. Pour la g^om^triu 




— Mathem. und naturw. Berichle ^H 




euclidienne. 




aus Ungarn. BdXVI p. 16;— 197. ^H 




-Belgique, BuU. (j). XXXI 1 : p, 




^l 




(06—511. 




tgoo. ^H 


^^H 14)- 


M*KsiOK P. Ueber eine Stelte bei 


150. 


Andrade J- Euclidien el non-eucM- ^^M 




Causs, wclche sich auf nicht-eukli- 




^M 




dische Meink beiiehi. 




— Enseignemeni Maih., II: p. 198 — ^^M 




— Deulsche Malh. Ver., VII ; p. 




^M 




156—158. 


)?i. 


BoNOu R. Bibliografia sui fonda- ^H 


^^H 344- 


PoiKCAR^ H. Des fondements de la 




menti della geometria, in relazione ^H 




g^omtJtrie : a propos d"un livre dc 




alla gcometria non-euclidea. ^^M 




M. Russei. 




— Bolletlino di Bibliogratia e storia ^H 




- Rev. de M^iaphys. ei de Mor. : p. 




dellc Scienze Mat.. III ; p. l-j : ^M 




151-179. 




jl— 41:70— 7)- ^l 


^^B >4^ 


RusssL A. W. Sur les axiomes de la 


151. 


id. Sulla leoria delle parallele e sulle ^H 




geomitrie. 




gcomclrie non-euclidee. ^H 




- Rev. de M^taphys. ct de Mor; p. 




ArticoloVI delle •Questioni riguar- ^H 




684-707 ■ 




danti la geometria elemcniare. • ^H 


^^B 


ScHMiDT F. ei Stackkl P. Briefwechscl 
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